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 چکیده 

از طریق تئوری کوپل تنش های متخلخل تحت میدان الکترواستاتیک  ورقگاهی در میکرونیروهای تکیهدر این مقاله، ناپایداری و کمانش ناشی از  

صورت متخلخل در نظر گرفته شده و توزیع تخلخل به فرم  گیرد. ورق بهنیمه تحلیلی و عددی مورد بررسی قرار می  هایبا استفاده از روشو    اصلاحی

شود که این روش با نتایج  گیری برای محاسبه بار کمانش و ولتاژ ناپایداری ارائه میگردد. همچنین روشی بر مبنای مشتقغیریکنواخت لحاظ می

های کلاسیک  تفاوت تئوری  ،گردد. در بخش نتایجرسی میناپایداری و کمانش حاصل از نمودارهای روش گالرکین مقایسه و درصد خطای این روش بر

ناپایداری و بار کمانش مورد مطالعه  یی، ولتاژو نسبت تخلخل بر جابجاغیرکلاسیک و غیرکلاسیک مورد مطالعه قرار گرفته و تأثیر پارامترهای نظریه 

ات نسبت تخلخل منجر به تغییرات یکنواخت بار کمانش و ولتاژ ناپایداری شده و روابط خطی برای محاسبه بار کمانش و ولتاژ گیرد. تغییرقرار می

 آید. ناپایداری برحسب تغییرات نسبت تخلخل به دست می
 

 های کلیدی اژهو

 ناپایداری.، عددیروش ، وابسته به ابعادتئوری  ،کمانش، متخلخل
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    Abstract 

In this paper, the static behavior, instability and buckling in porous micro plates under electrostatic field are 

investigated based on the modified couple stress theory and with regard to modeling, determining equations 

and solution methods. The plate is considered to be porous and the porosity distribution is considered to be 

non-uniform. The equations are obtained considering the distributed support load. By using the definition of 

dimensionless parameters such as load, voltage and length scale, the equations of motion become 

dimensionless. It can be seen that in the special case, by removing the dimensionless non-classical parameters, 

the equation of the classical plate under the electrostatic field is obtained. Galerkin mode summation and 

numerical methods are utilized to solve the static deformation equation and assess the pull-in instability 

voltages and buckling loads. Convergence analysis is done and the number of approximation functions and 

elements required for both methods are calculated and the compatibility of the results obtained from the two 

methods is examined. In the results section, the difference between classical and non-classical theories is 

examined and the effect of dimensionless parameters of length scale and porosity ratio on maximum 

displacement, pull-in instability voltages and buckling load is studied. The results show that the use of modified 

stress couple theory leads to a very large stiffness prediction compared to classical theory. This result highlights 

the necessity of using the modified couple stress couple theory for the micro-scale. It is observed that the length 

scale parameter plays the role of stiffening. The change of porosity ratios also shows that as this ratio increases, 

the displacement increases and the stable areas decrease. Variations in this ratio lead to uniform changes in 

buckling load and pull-in instability voltage, and linear relationships are obtained to calculate buckling load 

and pull-in instability voltage versus porosity ratio. Also, in small values of support load, it is shown that the 

relationship between the instability voltage and the compressive load of the support is linear, but in the 

buckling range, this relationship is not linear. 
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   :مقدمه-1
     

یک رایج  نانو الکترومکان های میکرو/یستم سعضو بسیار مهمی از  هاورق 

المان    عنوانبه،  هامجموعهدر حسگرها و عملگرها هستند که در این  

برای  پذانعطافاصلی   مورد  گاندازهیر  خاص  عملی  انجام  و  یری 

. مواد متخلخل ترکیبی از عناصر جامد  [1]گیرند  ی م ی قرار  برداربهره

از این  انمونه  هااسفنجو    هاسنگ،  هاچوبباشند.  یمبا مایع یا گاز   ی 

باشند که  ی می از مواد متخلخل  انمونهی فلزی  نیز  هافوممواد هستند.  

به عنوان   هاآنسبب شده است که کاربرد  توجهقابل وزن کم و سختی 

های مختلف علوم رشد پیدا نماید. مشخصه مهم  ینهزممواد پیشرفته در  

به   هاحفرهباشد که پارامتر مربوطه نسبت حجم  ی م این مواد، تخلخل  

افزایش تخلخل در یک ماده متخلخل منجر   دهد.ی محجم کل را نشان  

افزایش سختی و کاهش چگالی )جرم ویژه(    متعاقباًو    هاحفرهبه افزایش  

شود. از طرفی توزیع تخلخل در ماده در عملکرد مکانیکی سازه ی مماده  

ی هافوم های رایج تخلخل در  یع توز. از  [3,  2] حائز اهمیتی دارد    ریتأث

,  4]باشد  ی م فلزی و نیمه فلزی، توزیع یکنواخت و توزیع مدرج تابعی  

5] . 

های متنوعی در سالیان اخیر در زمینه استفاده از مواد متخلخل فعالیت

است   پذیرفته  سیوالک  [8-6]انجام  و  راستا، جلالی  همین  در   .[9 ]  

و  تیر نانو    یک ینامید  یداریناپا تابعیسکوالاستیمتخلخل  مدرج   یک 

بر رو  هیتعب بار نوسان    کیپاسترناک که تحت    سکویو  طیمح  یشده 

مورد بررسی    را قرار گرفته است  یسیمغناط دانیم نیو همچن یمحور

دادند.   همکاران    خوقرار  نانوتیرخمیده   [10]و  یک  ارتعاشی  رفتار 

مورد بررسی   غیرموضعیمتخلخل را با توجه به نظریه گرادیان کرنش  

قرار داده و  تغییر شکل و تنش های نرمال و برشی وابسته به زمان را 

ها از نظریه شود، محاسبه نمودند. آنکه توسط بار دینامیکی القاء می

تغییر شکل برشی مرتبه بالا )با در نظر حرکات کوپل شده( در به دست  

آوردن معادله حرکت بهره گرفته و اثرات تخلخل را در پاسخ دینامیک  

همکاران   و  سعید  پژوهش  در  کردند.  آزاد    اتارتعاش،  [11]مطالعه 

های تقویت شده نانو لوله  ورقبا هسته متخلخل و    یچیساندو  تیرکرویم

  است.   گردیده  یپاسترناک بررس  -نکلریبستر و  یرو  مدرج تابعی  یکربن

های جابجایی را بر  حرارتی در نظر گرفته و مولفهها تیر را تحت بار آن

اساس تئوری تغییر شکل برشی سینوسی بیان نمودند. اثرات مقیاس  

ها نتیجه تنش اصلاحی لحاظ گردیده است. آن  با توجه به تئوری کوپل

 .ابدییتخلخل فرکانس کاهش م شیکه با افزاگرفتند 

و   تحلیل  منظور  به  گذشته  میکرو/نانو یستمسسازی  یهشبدر  های 

الکترومکانیک از دو روش دینامیک مولکولی و روش مکانیک محیط 

نیاز به زمان    معمولاًشد. روش دینامیک مولکولی  یمپیوسته استفاده  

محاسبات طولانی دارد و روش مکانیک محیط پیوسته کلاسیک نیز به  

دلیل نادیده گرفتن خواص و پیکربندی ابعاد کوچک، ابزاری مطمئن  

این  ینم بر  غلبه  برای  متعددی  مطالعات  در  یت محدودباشد.  ها 

میکرو/یهشب مکانیکی  رفتار  سازهسازی  است  هانانو  شده    . انجام 

اصلاحی    تنش  کوپلو همچنین    تنش  کوپلهای گرادیان کرنش،  یهنظر

معتبری  تئوری  ازجمله برای  ی مهای  گذشته  سالیان  در  که  باشند 

 اندقرارگرفته   استفاده موردی میکرو  هاسازه ی رفتار مکانیکی  سازهیشب

اصلاحی به دلیل دقت نسبتا مناسب   کوپل تنشکه در این بین نظریه 

اقبال بیشتری مواجه گردیده است  سازمدل در    و سادگی اعمال با  ی 

از تانسور انحنا   یابعصورت تبه  یکرنش  یانرژ  ،این تئوریدر  .  [12-18]

تانسور کرنش   دلیل    است.  آمدهو  به  اصلاحی  تنش  در تئوری کوپل 

تنش کرنشوجود  و  کوپلها  و  بالا  مراتب  غیرکلاسیک  های  های 

-، پارامتر جدیدی به نام پارامتر مقیاس طول را تعریف میایجادشده

را در همسایگی  جایی و تنش  کنند که این پارامتر ارتباط میدان جابه

ی روابط تعادل  از  ،کوپل تنش اصلاحیدر فرمول    کند.می  بیان  یک نقطه

 . [19] شودی استفاده م روهایو گشتاور ن  روهاین 

همکاران    فورجان صفحه   کی  اتارتعاش  بررسی  به   [20]  و  میکرو 

از    هیچندلا  تیکامپوز  یحلقو استفاده  اصلاحی   کوپلنظریه  با  تنش 

با    پرداختند. طر  هیپاکیساختار  کلو  قیاز   یسازهیشب  تیو-نیمدل 

  صفحه   کرویم  یمرز   طیو شرا  کیرکلاسیغ  اکمشده است. معادلات ح

  ی چرخش متقارن و تانسورها  انیاندازه با افزودن گرادوابسته به  یحلقو

انرژ به  بالاتر  مرتبه  م  یتنش  به دست  معادلات حاکم ندیآیکرنش   .

 یبرا   افتهیم یتعم  لی فرانسید  مربعاتبا استفاده از روش    کیرکلاسیغ

پارامتر   شیافزاها نشان دادند که  . آنشوندیمختلف حل م  یمرز  طیشرا

   کند. جادیا سکیدر فرکانس د یرییتغ تواندی نم کیسکوالاستیو

 ریتکرو یم کی یکیارتعاش آزاد و کمانش مکان  [21] آرشید و همکاران

بار مغناط  را که  هیسه لا  کیسکوالاستیبستر و  در لورنتس    ی سی تحت 

است، گرفته  از    قرار  استفاده  اصلاحیتئوری  با  تنش  بررسی    کوپل 

اثر محنمودند مکان   یحرارت  طی.  و  یک یبر خواص  نظر گرفته شده   در 

مرتبه بالاتر و روش    یشکل برش  رییتغ  هینظر  اسمعادلات حاکم بر اس

 در  .حل شده است  ریروش ناوگیری از  بهره  بااستخراج شده و    یانرژ

 هیزاو  شیبا افزا  یبحران   یکمانش  یبارها  و  یعیطب  یهافرکانسنتایج،  

ذکرشده   ریمقاد  ،تخلخل  بیضر  شیافزا  یافته و  کاهش  یباز شدن مرکز

 ه است. را کاهش داد

همکاران    پژوهشدر   و  حرارت،  [22]زندکریمی  رفتار    یکمانش  و 

تحت    تابعی مدرجمدور    میکرو صفحه  کیاندازه  کمانش وابسته بهپس

  . شده است یبررس دارریگ یمرز طیو شرا کنواختیدما  شیافزا دانیم

،  تئوری کوپل تنش اصلاحیبر اساس    یمرز  طیتعادل و شرا  عادلاتم
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.  است آمده دست کارمان بهفون و ترم غیرخطی کیصفحه کلاس هینظر

مق پارامتر  به   اسیاثرات  نسبت ضخامت  و  توان  قانون  طول، شاخص 

 یارهیدا  ایصفحه  کرویکمانش مو رفتار پس  یشعاع بر کمانش حرارت

 شده است. یبررس

  کرو یم  یخمش  لیتحل  یبرا  نیتابع گریک    [23]  ی و همکارانشاهرخ

با    دادند پیشنهادنامتقارن    بارک یصفحات تحت   اثر  و  در نظر گرفتن 

نظر  اسیمق از  کردند   هیطول،  استفاده  اصلاحی  تنش  معادله .  کوپل 

ابعادتعادلی   به  غیرتح  یارهیدا  صفحهمیکرو  وابسته  بار  با ت  محوری 

شان داده ن   و  آمدهدستپتانسیل کل بهاستفاده از حداقل اصل انرژی  

صفحات    میکروبر خمش  یداری معن ریتأث  یطول اسیکه مق شده است

 . دارد

همکاران  سیمسک  یک    [24] و  اجباری  ارتعاش  و  استاتیکی  خمش 

حامل بار متحرک را بر اساس نظریه صفحه تابعی  مدرج میکرو صفحه

تنشنظریه  میندلین   دست    برای  کردند.  ی بررس اصلاحی  کوپل  به 

م پاسخ  لاگرانژ    ورقکرویآوردن  معادلات  واستفاداز  معادلات   ه شده 

حل   ومارکیحوزه زمان با استفاده از روش ن   و صفحه درکریحرکت م

تخلخل،   هندسهتخلخل و    یمواد، کسر حجم  راتییاثرات تغ  .شده است

مق پاسخ  اسیپارامتر  بر  متحرک  بار  سرعت  و    ی کینامید  یهاطول 

 شده است. یبررس

شاهورد  یبرات ارتعاش  [25]ی  و  س  یرفتار  صفحات  نانو    یکون ی لینانو 

رو  هیدولا  یستالیکر بر  که  دا  -نکلریو  پایه   یرا  قرار  ، ردپسترناک 

اثرات   یبرا  اصلاحینظریه کوپل تنش  ها از  کردند. آن  لیوتحلهیتجز

به کردندوابسته  استفاده  طر  و اندازه  از  را  حاکم    صل ا  قیمعادلات 

صفحه  لتونیهم مدل  چارچوب  دست بهبودیافته    رهیدومتغ  ای در  به 

نانو    ی را برایارتعاش  لی مدل تحل  کی [26]و همکاران    ین یحس آوردند. 

 دانیم  ریتأثپیشنهاد دادند و    با خواص ماده مدرج تابعی  یاره یصفحه دا

 بررسی کردند.  بر رفتار ارتعاشی  را  طول  اسیو پارامتر مق  یس یمغناط

نظرآن از  برش  رییتغ  ه یها  تئور  یشکل  و  اول  تنش    یمرتبه  کوپل 

شریفی نسب     . دندبه معادلات حاکم استفاده کر  یاب یدست  یبرا  اصلاحی

مجاهدی    کی  یرخطیغارتعاشات  و    یکینامید  پاسخ    [27]و 

بر   را    واقع در وسط  گواهبا جرم    کروپلی م  کی  یحاو  کرورزوناتوریم

اصلاحی   تنش  کوپل  تئوری  نمودندبررسمبنای  جرم  ی   گواه. 

 شودیم  کیتحر  یابه گونه  یک یالکترواستات  دانی توسط م  کرورزوناتوریم

و   کندی م  دایپ  یتعادل خاص   تیموقع  میولتاژ مستق  کی  با اعمال  که

با اتخاذ تئوردیآی به لرزش در م  متناوبسپس تحت ولتاژ    ی کوپل. 

تحر گرفتن  نظر  در  و  اصلاح شده   دلهمعا  ،یکیالکترواستات  کیتنش 

اصل هم  یکینامید از  استفاده  با   به دست  افتهیتوسعه    لتونیحرکت 

است اآمده  بر  علاوه  تقر  ن،ی .  گالرک  بیبا  بر    ن،یروش  حاکم  معادله 

 یهاو معادله حاصل با روش   ابدییکاهش م  یو نوسان   یکیحرکت استات

-گردیده است. برای شبیه حل    ی( و عددهای چندگانهمقیاس)  یلیتحل

ابعاد در میکروورق به  های  سازی رفتار دینامیکی و استاتیکی وابسته 

  ای ناسازگار المان ورق مثلثی سه گره یک [28] نازک، مائو و همکاران 

اصل  را   از   استفاده  آوردند.  دالامبر    -لاگرانژبا  دست  و  به  مسیبی 

میکروورقان    [ 29]همکاران   در  را  موج  ساندویچی  تشار  های 

ویسکوالاستیک توسط نظریه زیگزاگ اصلاح شده و تئوری کوپل تنش  

هسته کامپوزیتی تقویت شده حی بررسی نمودند. سازه متشکل از  اصلا

و لایه و محرک میگرافنی  عنوان حسگر  به  پیزوالکتریک  باشد. های 

میدان الکترومغناطیسی قرار  در معرض  های هسته و پیزوالکتریکلایه

ح مدول یانگ، چگالی جرم و نسبت پواسون بر اساس مدل اصلا. د ن دار

کوالاستیک  خواص ویسو  ها محاسبه  تسای و قانون مخلوط-شده هالپین 

با مدل کلوین است.  سازت شبیهوی-سازه  و همکاران   شیائوم ی شده 

و    یحلراه   [30] پایداری  برای  صفحه یافتن  عددی  نانو  فرکانس 

ساخته  شده  مستطیلی  انجام  الکتریکی  مواد  از   یبرااست.  شده 

به  یسازمدل  وابسته  سعوامل   یکیالکترومکان   نانو  یهاستمیاندازه 

طول و    اسیپارامتر مق کیبا  کوپل تنش اصلاحی هینظر ک،یزوالکتریپ

 شده است. ارائه   غیرموضعیعامل  کی

ی هاورق فتار استاتیکی و ناپایداری میکرودر پژوهش حاضر، به بررسی ر

شود. این ورق  ی مای متخلخل در میدان الکترواستاتیک پرداخته  یرهدا

دارای تخلخل بوده و توزیع تخلخل در آن به صورت مدرج تابعی است. 

نظر   در  تمام گیردار  به صورت  نوع کاربرد، شرایط مرزی  به  توجه  با 

یر نیروی تأثگاه و همچنین یه تکشود. اثر بار فشاری ناشی از ی مگرفته 

لایه   و  ورق  بین  الکتریکی  پتانسیل  اختلاف  از  ناشی  الکترواستاتیک 

گردد. در تبیین یمی و تعیین معادلات حاکم لحاظ سازمدل ثابت، در 

کوپل  از تئوری ی آن، با توجه به ابعاد سازه، هاتنش تغییر شکل ورق و 

 بوده  یراخی  هاسال ی که مورد اقبال گسترده محققان در  تنش اصلاح

کار  ی، تئوری ورق کلاسیک به  سازمدل شود. در یماست، بهره گرفته  

استاتیکی    خواهد شد  گرفته تغییر شکل  معادلات  با   ورقو  متخلخل 

از   دست  هاروش استفاده  به  انرژی  از  ی م ی  استفاده  با  معادلات  آید. 

مرتبه  هاروش  کاهش  ورق    شدهحل ی  نانو  استاتیکی  شکل  تغییر  و 

گاهی قرار  یه تکیر بار گسترده  تأثسازه تحت    ازآنجاکهگردد.  تعیین می

نتایج، کمانش   در    بار کمانشو    قرارگرفته  موردتوجهدارد، در تحلیل 

الکتریکی(   پتانسیل  اختلاف  )اعمال  الکترواستاتیک  میدان  حضور 

 . شودیممحاسبه 
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 و حل مسئله  مدلسازی  -3

 معادلات حاکم بر مسئله  -1-3

نظر   در br و شعاع خارجی arتوخالی با شعاع داخلی  صورتبهورق    

قرار   w(r,θ)که از دو طرف گیردار است و تحت خیز    شودیمگرفته  

ناپایداری   برای تعیین پاسخ، تحلیل  با و کمانشدارد.  ابتدا معادلات   ،

 .شودی می انرژی، تعیین هاروش استفاده از  

ورق تحت میدان الکترواستاتیک نشان  نمایی از یک میکرو  1شکل  در  

 داده شده است.  

 
 ک یالکترواستات  دانی ورق تحت مکرویم -1شکل 

و فاصله بین صفحه    ورقضخامت میکرو  دهندهنشان   dو    tدر شکل فوق  

ورق است. همچنین ورق از ماده متخلخل تشکیل گردیده ثابت و میکرو

 است. 

خاصیت فیزیکی در دو ماده   وزیع غیریکنواخت تخلخل، از رابطهبرای ت

. که فرم خطی شودی مبا توزیع مدرج تابعی غیریکنواخت بهره گرفته  

 . [6]شود به صورت توزیع غیریکنواخت لحاظ می

 (1 ) 

2

( ) 1
2

h

E E E
h

z

z

 
 
 = − −
 
 





 
− 





 

  zضخامت ورق و     hمدول یانگ،    E  ،  نسبت تخلخل  Φ  پارامتر  که

 باشد. میمتغیر موقعیت در راستای ضخامت 

کوپل تنش   تئوری  طریق از  حرکت  معادلات دیفرانسیل  بخشدر این  

گردد. در تئوری کوپل تنش اصلاحی که اولین بار  اصلاحی تعیین می

هر دو تانسور کرنش    از، انرژی کرنش، تابعی  شدهیمعرف  1توسط یانگ

تانسور   به  مربوط  انحنا  و  تنش  تانسور  به  است  کوپلمربوط  ؛  تنش 

ورق الاستیک خطی با حجم میکروبرای یک    sUبنابراین، انرژی کرنش  

 [31]د شویمزیر نوشته  صورتبه: 

 (2 ) 

1
( )

2

, 1, 2,3

s ij ij ij ijU m d

i j

  


= + 

=

 

 
1 Yong 

تانسور کرنش،   ijε،  (2)در رابطه  
ij  ،تانسور تنش

ij  متقارن تانسور 

انحنا و  
ijm   تانسور عرضی تنش کوپل بوده و طبق دسته روابط زیر

 . [32] شوندمحاسبه می

 (3 ) 

( ), ,

, ,

2

1

2

2

1

2

1
(

2

( )
2

)i

ij i j j i

ij kk ij ij

ij i j j i

ij ij

u u

cur

l

l

m

u







  

  

 

= +

= +

=

=

+

=

 

 

  θپارامتر مقیاس طول،    lدلتای کرونکر،    ijجایی،  بردار جابه  uکه   

زیر تعریف    صورتبهکه    باشندی م  ثوابت لامه  وبردار چرخش، 

 . گرددی م

 (4 ) 

( )(1 2 ) 2( )

( ) ( )

l v v

z

l v

E v E z
 = =

+ − +
 

 

دهد، مقدار  نشان می  ( 4)  طور که رابطههماننسبت پواسون است.    𝜈که  

 کند. ا توجه به پارامتر تخلخل تغییر میب ضریب الاستیسیته 

خارجی    ،2شکل    در شعاع  دارای  که  را  متخلخل  ورق  و    brیک 

دهد. با توجه به متخلخل بودن ورق، محل  است، نشان می  hضخامت  

 یسازمدل گیرد. برای  قرار می  0zقرارگیری صفحه خنثی در موقعیت  

استوانه  ستمیس داده ( همانr  ،θ  ،z)  یامختصات  نشان  شده  طور که 

 . شودی است اتخاذ م 
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 متخلخل  ورق  کرویم -2شکل 

 

گاهی،  تکیه  قیود  و  بارگذاری  هندسه،  در  محوری  تقارن  به  توجه  با 

از آنجا که بارگذاری    .گرددمسئله به صورت متقارن محوری لحاظ می

اعمال می استاتیکی  وبه صورت  الکترواستاتیکی  شود  راستای    بار  در 

غالب د  ه مد اول که مهای متقارن، به ویژتنها مد  ثابت است،  محیطی

توان از اثر مودهای نامتقارن  بنابراین میگذارند. در پاسخ اثر می ،است

نظر نمود و پاسخ مسئله را با توجه به فرضیات متقارن محوری به صرف

 دست آورد.  

کلاسیک استفاده   ورق  هینظرورق، از  نازک بودن  حاضر به دلیل    مدلدر  

برای ورق    شودمی برنولی  اویلر  این نظریه گسترش یافته تئوری تیر 

کلاسیک،    .باشدمی ورق  طبق  مسئله    یبرا  ییجابجا  دانیمبنابراین 

 :نوشتزیر صورت به توانی را م یمتقارن محور

 (5 ) ( )
( )

( ) ,

  ( ) ,   ( ) ( )

r o

z

dw r
u r z z

dr

u r o u r w r

= − −

= =

 

w(r)  دلخواه   کی  عرضی  ییجابجا م   .است  نقطه  به  توجه    دان یبا 

  ی کرنش و تانسور انحنا  ی، اجزا(5)  توسط معادله  شده فیتعر  ییجابجا

 . به دست آورد( 6)  روابطبا استفاده از  توانی متقارن را م

 (6 ) 

( ) ( )

( )
( )

2
1

0 0 2

0

0

2

2

1

,

d
,

 d

  0

1 1 d
,  

2  d

0

rr

zz rz z

r

rr

r

r

rr zz rz z

d w
z z z z

dr

z z w
z z

r r

d w w

dr r r

 

 





 





 



   

 

    

= − = − −

−
− = −

= = = =

 
= = − + 

 

= = =

=

= =

 

از طریق رابطه   توانی محال اجزای تنش کلاسیک و مرتبه بالاتر آن را   

 زیر به دست آورد: 

 (7 ) 

( )

( )

2

2

2

1

1

2

rr rr

rr

r r

E

E

m m l



 

 





 


  




= +
−

= +
−

= =

 

        

0z  و بار   یبار شعاع  ندیبرآ   است که با محاسبه  یمختصات صفحه خنث

در مقطع ورق و تعادل    یطیو مح  یشعاع  هایاز تنش  یناش  یطیمح

 : شودیمحاسبه م ریبارها به صورت ز نیا

 (8 ) 0
0

0

( )

( )

h

h

E z zdz

z

E z dz

=




 

از طریق رابطه   حاصل از کوپل تنش  های خمشی و ممانحال ممان

 شود: زیر تعیین می

 (9 ) 

 
( )

( )

0
0

0
0

0

h

rr rr

h

r

h

r

M z z dz

M z z dz

m dzM

 













=

= −

= −







 

(،  6ها با میدان جابجایی مطابق با رابطه )و کرنش  هاتنشبا جایگزینی 

 .شودیمزیر نوشته   صورتبه( 10) روابط 

 (10 ) 

2

12
11 2

2

11
12 2

2

2

1 d

 d

rr

r m

Dd w dw
M D

dr r dr

Dd w dw
M D

dr r dr

d w w
M D

dr r r





 
= − − 
 

 
= − − 
 

 
= − + 

 

 

 شوند. ( تعیین می11از طریق رابطه ) mDو  11D ،12Dکه ضرایب 

 (11 ) 

( )

( )

2

11 020

2

12 020

2

0

1

1

h

h

h

m

E
D z z dz

v

Ev
D z z dz

v

D Gl dz

 
= − 

− 

 
= − 

− 

=







 

ی کلاسیک و مرتبه هاکرنشو    هاتنش  آمدهدست بهبا توجه به مقادیر  

   ی را با توجه به جبر تانسوری به دست آورد: کرنش  یانرژ  توانیمبالاتر،  

 (12 ) ( )
1

2

( , 1,2,3)

ij ij ij ij

V

U m dV

i j

   +
 

=

=  

های وارد بر سطح و ضخامت، فوق و تفکیک انتگرالحال طبق رابطه  

 :شودی متغییرات انرژی پتانسیل محاسبه 



 

 

 
6 

 (13 ) 

( )

( ) ( )

( )

0

1

0

1

0

2

rr

z

r

h

rr

A

zzz

r

U z z

z z

m dz r dr d

 

 

 

   

 

  = − 

 



+ − +

+ 





 

ان  تغییرات  محوری،  تقارن  گرفتن  نظر  در  از    رژی با  کرنشی  پتانسیل 

 .دیآی مبه دست  (14طریق رابطه )

 (14 ) 

( )

( ) ( )

( )

0

1

0

1

0

2

2

z

rr

r

zz

h

rr

z

r r

U z z

z z

m dz r dr

 

 

  

   







  = − 

+ − +

+





 



 

)  یگاههیتکبا در نظر گرفتن بار گسترده شعاعی    و )P r    و بار گسترده

)عرضی الکترواستاتیک   , )q r  کار مجازی از طریق   ،و تقارن محوری

 .شودی متعیین  (15) رابطه

 (15 ) 




( )

(

2

, )

r

dw dw
W

dr dr

r dr

P r

q r w

 

 


   

=    


−


+

 


 

ی و استفاده از  سازسادهبا  تغییرات خیز را نشان می دهد.    wکه  

 است: انیب قابل زیر  صورتبههای خمشی، انرژی کرنشی ممان

 (16 ) 

1 1

2

1
rr

r

r r

rrU M
r

M dr

M  

 

    

 

= +

+ 


 

انحنا   و  کرنش  تغییرات  گرفتن  نظر  در  عرضی،    برحسببا  جابجایی 

 شود: زیر بازنویسی می  صورتبه (17رابطه )

 (17 ) 

2

2

2

2

d 1 d

 d  

1

d
r

r

r

r

d w
U M

dr r

w d w w
M dr

r r

M

d r r





 

 

  
= − +  

 

  
 − + − +   

   


 

لحاظ نمودن تقارن  ( و 10)های رابطه سازی و جایگزینی ممانبا ساده

 آید:روابط زیر به دست می ،(17( و )15در روابط )محوری 

 (18 ) 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2

rr

r

rr

r

r

r

r

r r

rr

r r
r

r r

dw
U rM

dr

d rM
w M w

dr

d rMdw
rM w

dr dr

d rM d M
M w

drdr

d rM d M
w dr

drdr











 

  



 

 



  
=  − +  

 

−

 
− + + 

 


+ − +



 
− −  

  



 

 (19 ) 

( )

( )

)

2

1

(

2

r

r

dw
W rP r w

dr

d dw
rP r

r dr dr

q r wrdr

 







   
= −  

   

   
  

   

+

 

گشتاورهای  و جایگزینی   سازی انرژی پتانسیلز اصل کمینهبا استفاده ا

غیرکلاسیک و  )  کلاسیک  رابطه  و  (10از  استاتیکی  حرکت  معادله   ،

 آید. شرایط مرزی به دست می

 (20 ) 

( )

( )

( )

4 3 2

4 3 2 2

3

11

2 1

1

0

1

m

d w d w d w

dr r
D

r

dr r
D

d dw
rP

r

dr

dw

r
r

rd d dr

q

r

+ −


+ 


+ 



  
−   

 

−



=


 

 به همراه شرایط مرزی زیر:

 (21 ) 

( ) ( )

( ) ( )

0

0

a b

a b

w r w r

dw dw
r r

dr dr

= =

= =
 

به  اعمال شده  الکترواستاتیکی  بار  به  توجه  با  بار گسترده عرضی  که 

 شود. (، تعیین می22ورق توسط رابطه )

 (22 ) 
2

0

2
( )

2( )

dV
q r

d w


−=

−
 

فوق   رابطه  و    0در  الکتریکی  گذردهی  پتانسیل   dVثابت  اختلاف 

 بین ورق و الکترود زیرین می باشد.مستقیم اعمالی 

یب مربوط به اثرات کوپل تنش و بار شعاعی ا(، ضر20چنانچه در رابطه )

تغییر شکل استاتیکی ورق کلاسیک  همان معادله ،اعمالی حذف گردد

 :دیآی مبه دست  در میدان الکترواستاتیک
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 (23 ) 

4 3 2

4 31 2 2 3

2

0

2

1

2 1 1

0
2( )

d

d w d w d w dw

dr r dr r d
D

r r dr

V

d w



−





+



−
−

+ 

=

 

 معادلات حاکم بر مسئله  -۲-3

بارمحوری   نظر گرفتن  در  با  معادلاتگاههیتکحال  اساس  بر  و  به    ی 

آمده، ورق    دست  شکل  بر اره یداتغییر  الکترواستاتیک  میدان  در  ی 

 .ردیگی م مبنای تئوری کوپل تنش اصلاحی مورد ارزیابی قرار 

از توابع تقریب، پاسخ ورق   با استفاده  توابع    ازترکیبی    صورتبهابتدا 

 :شودیمتقریب نوشته 

(24 ) 
( )ˆi i

i

w a r= 

)  که )i
r    ندینمای متوابع تقریبی هستند که شرایط مرزی را ارضا  .

محوری،   تقارن  به  توجه  که   با  دو سردرگیر  تیر  مود  توابع شکل  از 

ثابت مجهول  iaشود. که  نمایند، استفاده میشرایط مرزی را ارضا می

تابع می تعیین آنضریب هر  با  در باشد که  ورق  جابجایی  میزان  ها، 

 گردد. محاسبه میولتاژهای مختلف 

( رابطه  جایگزینی  تعادل  24با  دیفرانسیل  معادله  در   )( و  (  20رابطه 

و   وزنی  تابع  ناحیهریگانتگرالضرب  روی  روش ورق  ی  با  مطابق   ،

به دست آمده  رابطه  .  ابدیی مگالرکین، معادله دیفرانسیل تعادل کاهش  

بیان  (  25رابطه )مطابق با  یک معادله غیرخطی است و به فرم ماتریسی  

 .شودی م
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بدین    .شودیماستفاده    خطا برای حل رابطه فوق، از روش سعی و  که  

 . شوداختصاص داده می  {F}به بردارهای  و نیرو    mمنظور ابتدا اندیس  

(26)    
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به منظور استفاده از رابطه فوق، ابتدا برای 
1

a  به عنوان حدس اول

با رابطه )در نظر گرفته  مقداری   بردار  26می شود و مطابق   ،)2{F} 

مقدار  رابطه مذکور،  و طبق  تعیین شده  
2

aتعیین می این    شود.، 

روند ادامه پیدا کرده تا بردار  
m

a    همگرا شده و بیشینه میزان خیز

 ورق به یک مقدار مشخص همگرا گردد. 

با محاسبه   a  با در نظر گرفتن یک و چند تابع ، میزان جابجایی 

 . شود تقریب )تا همگرایی پاسخ( تعیین می

بسیار    aمقادیر    برحسبدر نزدیکی کمانش، شیب منحنی جابجایی  

پس از تفکیک ماتریس   و این انتظار وجود دارد که  [33]  گرددبزرگ می

[ ]Kگاهی، بدون نیروی تکیهگاهی و  تکیهی  نیرو  ، به دو بخش شامل  

ˆ  تساوی
0dP

da
ناپایداری   = حالت  برای  همچنین  باشد.  برقرار 

0dکششی در اثر ولتاژ، تساوی  
da

 =  (2ˆV . برقرار است (=

مشتق فرآیند  با  حل  گیری  بنابراین  و  معادلات  توان میها  آناز 

تغییرات بزرگ جابجایی  با  مطابق    بارکمانش و ولتاژ ناپایداری کششی را

 محاسبه نمود.   در محدوده ناپایداری

 

 نتایج: -4

، به بررسی  3روابط به دست آمده در بخش  با توجه به    در این بخش

 شود. نتایج مستخرج از مدلسازی و حل پرداخته می

، مشخصات میکروورق ذکر گردیده است. بر همین مبنا  1در جدول  

 گیرد.  جابجایی و پایداری مجموعه مورد بررسی قرار می

 مشخصات ورق  -1جدول  

  E l̂  h rb ra 
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0.33 
150 

(Gpa) 
0.02 0.01 1 0.5 

شکل   تخلخل    3در  درصد  جابجایی  ،  10برای  بیشینه  ، همگرایی 

ˆ  مشخصبی بعد ی در یک ولتاژ گاهه یتکبرحسب بار گسترده  7V = 

کلاسیک تئوری  است.    بررسی  برای  بار، گردیده  تدریجی  افزایش  با 

که در بار کمانش، شیب منحنی بیشینه جابجایی افزایش یافته تا این

با در شود،  گونه که ملاحظه میرسد. همانمذکور به مقدار بزرگی می

تقریب،    نظر گرفتن پنج تا  تابع  روش گالرکین حتی  نتایج  همگرایی 

 دهد. محدوده ناپایداری رخ می

 
 برای تئوری کلاسیک  بعدی بولتاژ  برحسبهمگرایی بیشینه جابجایی  -3شکل 

ˆ  بعدی ب ر  ادیبرای مق ،  4در شکل   ˆ7, 2V P= =  بی بعد  و پارامتر  −

ˆمقیاس طول  0.02l   و درصد تخلخل مورد اشاره، نمودار جابجایی   =

-موقعیت با استفاده از روش تحلیلی با در نظر گرفتن تقریب  برحسب

ترسیم شده است. در ی  حبرای تئوری کوپل تنش اصلاهای مختلف  

نیز    5  شکل ولتاژ در    برحسبنمودار و نمودارهای بیشینه جابجایی   این

تواند منجر به شود که در نظر گرفتن پنج تابع تقریب، می ملاحظه می

های به دست آمده با  در بیشینه جابجایی ی کهاگونهبههمگرایی شود. 

.  شودتفاوتی مشاهده نمیو پنج تابع تقریب  تقریب سه تابعاستفاده از 

مذکورهمچنین   می   شکل  که  نشان  بیشینه  دهد  ولتاژ،  افزایش  با 

جابجایی و شیب آن افزایش یافته تا در یک ولتاژ مشخص، این شیب  

نماید. در این بسیار بزرگ شده و جابجایی به سمت عدد یک میل می

الکترودها   اولیه بین  برابر شده و    باهمحالت میزان جابجایی و فاصله 

شود. به این پدیده ناپایداری کششی و ولتاژ متناظر با تماس برقرار می

 گویند. آن را ناپایداری کششی می

 
ئوری کوپل تنش  در ت ی  گاهه یتکبار شعاعی  برحسبهمگرایی جابجایی  -4شکل 

 اصلاحی 

 
ولتاژ در تئوری کوپل تنش   برحسبهمگرایی بیشینه جابجایی  -5شکل 

 اصلاحی 

نتایج دو روش تحلیلی و المان محدود با یکدیگر مقایسه   6در شکل  

شده است. نتایج حاصل از روش تحلیلی بر مبنای روش گالرکین و با  

گرفتن   نظر  نتایج    10در  تقریب  المان    آمدهدستبه تابع  روش  در  و 

المان برای محاسبات بهره گرفته شده است. در محاسبات   50محدود از  

بار   و  ولتاژ  میزان  گرفته،  ˆ  بعدیب صورت  ˆ7, 2V P= = برای   − و 

برابر با    بعدی ب مقیاس طول    میزان پارامترتئوری کوپل تنش اصلاحی  

ˆ 0.02l گرفتهدر    = است  نظر  ناپایداری    .شده  محدوده  در  نتایج 

نمودار جابجایی  در  بسیار خوب  تطابق  و یک  است  محاسبه گردیده 

شود.  ملاحظه می  دو روشموقعیت )حتی در محدوده قله( در    برحسب

المان   50تابع تقریب در روش تحلیلی و  10بنابراین با در نظر گرفتن 

ی دقیقی از تغییر شکل سازه و نیب شیپدر روش المان محدود، امکان  

 بررسی دقیق ناپایداری کششی و کمانش وجود دارد. 
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ی برای تئوری  گاهه ی تکبار شعاعی  برحسبهمگرایی بیشینه جابجایی  -6شکل 

 تنش اصلاحی کوپل 

ی قبلی به مقایسه بیشینه هابخشدر    شدهارائه با توجه به پارامترهای  

ی کلاسیک و کوپل تنش اصلاحی  های تئوردر    ژبر حسب ولتا  جابجایی

 ولتاژ  برحسبجابجایی  بیشینه  ،  7شود. در نمودار شکل  پرداخته می

مقایسه بین نتایج نشان  برای دو تئوری مذکور نشان داده شده است.  

دهد که تئوری کلاسیک در مقایسه با کوپل تنش اصلاحی جابجایی  می

بینی سختی  کند، این اختلاف به دلیل پیش بینی میی را پیشتربزرگ 

باشد که منجر به محاسبه جابجایی  در تئوری کلاسیک می  ترکوچک

تئوری کوپل تنش    در این نمودار،  در این تئوری گردیده است.  تربزرگ 

ولتاژ  و  پایداری  محدوده  کلاسیک،  تئوری  با  مقایسه  در  اصلاحی 

ی که ولتاژ ناپایداری  اگونهبهنماید.  ی مینیب ش یپی را  تربزرگ ناپایداری  

ˆکششی در تئوری کوپل تنش اصلاحی   39.97PIV و در تئوری    =

ˆکلاسیک   9.02PIV مقیاس  شود.  می  = در  این مشاهدات،  بنابراین 

تئوری  جای  به  اصلاحی  تنش  کوپل  تئوری  از  استفاده  لزوم  میکرو 

ی  نیب شیپنماید. زیرا تئوری کلاسیک منجر به  کلاسیک را بر جسته می

سختی و محدوده پایداری کوچکتر و جابجایی بزرگتر  از مقدار واقعی  

 شود.  می

 
از طریق   شدهمحاسبه  بعدی ب ولتاژ برحسب  ییجابجا نهی شیب  سهیمقا -7شکل 

 های کلاسیک و کوپل تنش اصلاحی تئوری 

پارامترهای   نظر گرفتن  در  با  ˆدر ادامه  ˆ7, 2V P= = ، محاسبات −

مربوط به تعیین جابجایی و بررسی پایداری برای مقادیر مختلف پارامتر 

بعد با ابعاد شعاعی پذیرد. این پارامتر بیبعد مقیاس طول انجام میبی

تئوری کوپل    ریتأثنسبت عکس داشته و نقش اساسی و انحصاری در  

یل نادیده گرفته تنش اصلاحی بر نتایج دارد و اگر این پارامتر در تحل

حاصل   نتایج  تئوری  شود،  نتایج  بر  اصلاحی  تنش  کوپل  تئوری  از 

  بعد ی ب شود. برای سه مقدار پارامتر مقیاس طول  کلاسیک منطبق می

( ˆشده  0.01,0.015,0.02l در شکل= بر   این  ریتأث،  8  (،  پارامتر 

-و کمانش مورد بررسی قرار گرفته است. همانتغییر شکل استاتیکی 

می مشاهده  نتایج  در  که  بیشینه گونه  پارامتر،  این  افزایش  با  شود، 

کاهش    جابجایی با  کلاسیک(  تئوری  با  مقایسه  ی املاحظهقابل )در 

. بنابراین  گرددیم  تر بزرگ کمانش  بار    همراه است و محدوده پایداری و

سخت سازه  پارامتر  این  افزایش  خیز  با  شدید  افت  شاهد  و  شده  تر 

و ولتاژ ناپایداری کششی در مقادیر   بار کمانش  2در جدول  خواهیم بود.  

گیری با روش مشتق  مختلف پارامتر مقیاس طول محاسبه و نتایج آن

. نشان داده شده است  گردیده استاشاره شده در بخش قبل مقایسه  

برابر    2.7حدود    بار کمانشکه با تغییر پارامتر مقیاس طول به دو برابر،  

 تربزرگ درصد    86شود. ولتاژ ناپایداری نیز با همین تغییر  می  تربزرگ 

روش  می بین  کمی  اختلاف  همچنین  محاسبه    شدهارائه گردد.  برای 

گیری با  مشتق  ابزارمحاسبه شده توسط    بار کمانشولتاژ ناپایداری و  

ناپایداری   جابجایی  جادشدهیانتایج  بیشینه  نمودارهای  و  -در  ولتاژ 

بار وجود دارد. این اختلاف در ولتاژ ناپایداری به زیر -بیشینه جابجایی

به    0.5 بار کمانش  برای  و  روش درصد می   3.5درصد  بنابراین  رسد. 

برای محاسبه ولتاژ ناپایداری  با دقت بالا    تواندیمگیری  مشتق  شدهارائه 
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تنش  کوپل  تئوری  در  کمانش  بار  تخمین  برای  مناسبی  دقت  با  و 

 اصلاحی مورد استفاده قرار گیرد. 

 
  اصلاحی  تنش کوپل تئوری در بار شعاعیبرحسب  بیشینه جابجایی -8شکل 

 بعدی ب  طول مقیاس  پارامتر  مختلف مقادیر برای

ناپایداری کششی برای مقادیر مختلف پارامتر مقیاس  بار کمانش و ولتاژ  -2جدول 

 بعد در تئوری کوپل تنش اصلاحی طول بی

ˆ 0.02l =  ˆ 0.015l =  ˆ 0.01l =  
 

 یک مود همگرا  یک مود همگرا  یک مود همگرا 

220.6 228.8 127 131.62 60.1 62.2 Pcr 

39.98 40.13 30.59 30.679 21.5 21.5 VPI
 

شود.  بررسی می و ولتاژ ناپایداری در بار کمانشتخلخل  ریتأثدر ادامه 

ˆ  بعدی ب   طول  نتایج این بخش برای پارامتر مقیاس 0.02l و میزان     =

ˆ  بعدیب ولتاژ و بار شعاعی   ˆ7, 2V P= = برای مقادیر مختلف درصد    −

تغییرات جابجایی بر حسب    9در شکل  استخراج گردیده است.  تخلخل  

برای نسبت بار  تغییرات    10  در شکل های مختلف تخلخل و  موقعیت 

به دلیل کاهش ه شده است.  محاسبنسبت تخلخل     برحسب  کمانش

یابد  سختی سازه، با افزایش نسبت تخلخل، میزان جابجایی افزایش می

 دهد. و کاهش محدوده پایداری و بار کمانش رخ می

 
 یبرا  یکوپل تنش اصلاح  یدر تئور   یشعاع تی برحسب موقع ییجابجا -9شکل 

 تخلخل  نسبتمختلف پارامتر  ریمقاد

 
 میزان نسبت تخلخل  برحسببار کمانش  -10شکل 

با   تغییرات  3جدول  مطابق  کمانش،  تخلخل    برحسب  بار  نسبت 

رابطه    صورتبه از  و  است  ˆخطی  -255.662 246.05crP = +  

نسبت    برحسبکند. لازم به ذکر است که منحنی بار کمانش  تبعیت می

نسبت تخلخل، به نمودار    -ولتاژ ناپایداری  رابطهتخلخل در مقایسه با  

تخلخل اما رابطه ولتاژ ناپایداری بر حسب نسبت  تر است.  خطی نزدیک

رابطه   از  مناسبی  تقریب  با  ˆنیز  24.17 42.312PIV = − +   با(

 . نماید( پیروی میشدهانجامی اب یدرونتوجه به 

 پارامتر مختلف مقادیر برای کششی ناپایداری ولتاژ و کمانش بار -3 جدول

 بعد  بی غیرموضعی

0.4 0.2 0.1 0.05   
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143.56 195.125 220.57 233.235 
crP  

32.455 37.66 39.975 41.08 
PIV  

-بار فشاری تکیه برحسب، ولتاژ ناپایداری کششی 11 شکل نمودار در 

، دهدیمگونه که نتایج نشان  بعد محاسبه گردیده است. هماناهی بیگ

تکیه بار  افزایش  میبا  کاهش  ناپایداری کششی  ولتاژ  در  گاهی،  یابد. 

ابتدای نمودار مشاهده می شود که ارتباط کاهشی بین ولتاژ محدوده 

بار   و  و    صورتبه ناپایداری کششی  است  با   صورتبه خطی  یکنواخت 

ای  کند. اما از یک محدودهافزایش بار، ولتاژ ناپایداری کاهش پیدا می

ناگهانی داشته تا در ی مشخص    بارک به بعد شیب این نمودار افزایش 

-و ولتاژ ناپایداری کششی بسیار کوچک می  شدهبزرگ این شیب بسیار  

بار   این  می  یکشود.  ملاحظه  است.  بحرانی  بار  بار  این  در  که  گردد 

دهد که این های بسیار کوچک نیز ناپایداری رخ می بحرانی، برای ولتاژ

 باشد. رویداد همان پدیده کمانش می

 
 بعد بار بی برحسببعد ولتاژ ناپایداری بی-11شکل 

 گیری و جمع بندی: نتیجه-5

 در این مقاله با استفاده از تئوری کوپل تنش اصلاحی، رفتار استاتیکی،

ی تحت میدان الکترواستاتیک مورد  هاورق ناپایداری و کمانش در میکرو 

در روش گالرکین نشان داده شده است که   بررسی قرار گرفته است.  

تابع   در نظر گرفتن پنجیی و بیشینه آن با  همگرایی نمودارهای جابجا

ناپایداری رخ می   تقریب حتی یک تطابق   همچنین  دهد و تا محدوده 

 شود. بسیار خوب بین دو روش گالرکین و المان محدود مشاهده می

گیری نتایج همگرا شده )چند تابع تقریب( نسبت به نتایج روش مشتق 

در ولتاژ ناپایداری کششی، مطابقتی با خطای کمتر از یک درصد برای  

مقایسه بین نتایج . دارد صد برای کمانش در ولتاژ ناپایداری و زیر چهار

ی  دهد که تئورهای کلاسیک و کوپل تنش اصلاحی نشان میتئوری

ی  تربزرگ جابجایی    کوپل تنش اصلاحی  یکلاسیک در مقایسه با تئور

  تر کوچکبینی سختی  کند که این اختلاف به دلیل پیشبینی میپیش

شدن جابجایی، کاهش    تربزرگ در تئوری کلاسیک است که منجر به  

در ادامه گردیده است.  محدوده ناپایداری و بار کمانش در این تئوری  

 گرددملاحظه میتار ورق مورد بررسی گردیده است.  فاثر تخلخل بر ر

ولتاژ  که   پایداری،  ناحیه  و  شده  بزرگتر  جابجایی  تخلخل  افزایش  با 

تغییرات ولتاژ ناپایداری  یابد. همچنین  ناپایداری و بارکمانش کاهش می

یکنواخت است، تغییرات   صورتبهنسبت تخلخل    برحسب  بار کمانشو  

شبه خطی بوده و تغییرات    صورتبه   باًیتقرنسبت تخلخل    برحسبولتاژ  

خطی است و رابطه خطی  صورتبهنسبت تخلخل  برحسب بار کمانش

بار  برحسباست. تغییرات ولتاژ ناپایداری کششی  آمدهدستبهآن نیز 

تکیه بیفشاری  نشان می گاهی  تکیهبعد  بار  افزایش  با  گاهی، دهد که 

یابد. ولتاژ ناپایداری کششی ابتدا به صورت خطی و یکنواخت کاهش می

ای به بعد شیب این نمودار افزایش ناگهانی داشته تا  اما از یک محدوده

و ولتاژ ناپایداری کششی    شدهبزرگ مشخص این شیب بسیار    بارک در ی

 شود. این بار همان بار بحرانی کمانش است. بسیار کوچک می
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