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 :چکیده
در این  .  استت  شتده یحلیل غیرموضتیی  الاستتیستیته یئوری و  هاپوستته یئوری از  استتااده با جدارهیک  کربنی  هاینانولولهاستتاییکی    خمش
 شده   گرفته  نظر در  مناسب مرزی  شرایط  و  شده  استخراج  لاو پوستته یئوری  از گیریبهره بانانولوله  استتاییکی  رفتار  بر   حاکم  میادلاتمقاله 
یغییر شتکل  و   استت شتده  انجام  یااضتلی  مربیات یافتهییمیم  روش با ،برای نانولوله حاصتل جزئی  مشتتقات با  دیارانستیل  میادلات  حل.  استت

 ابیاد  و مرزی  شترایط غیرموضتیی،  پارامتر  نظیر  مختلف پارامترهای یأثیرنتایج عددی  قستمت در . انولوله استتخراج شتده استتاستتاییکی ن
ها مقایسته شتده  ستازی نانولوله با یئوری ییرنتایج عددی با نتایج مدل.  استت بررستی شتدهنانولوله    خمش  پاست  نوع بار وارده بر و  هندستی

  اثرات   در نظر گرفتن کهشتود مشتاهده میبینی خمش بوجود امده در نانولوله مقایسته شتده استت.  استت و اختف  نتایج دو یئوری در پیش
دهد با در نظر گرفتن یئوری غیرموضتیی، نشتان می عددی  نتایج.  شتودمی  هانانولولهبینی شتده برای  افزایش خیز پیش به  منجر غیرموضتیی
 ها با یئورینانولوله  ستتتازیمدل و اهمیت یابدهای بلند افزایش میها حتی برای نانولولهها با یئوری ییربینی یئوری پوستتتتهاختف  پیش

 .است  ها مشهودپوسته
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Abstract:  

Carbon nanotubes (CNTs), owing to their exceptional mechanical, thermal, and electrical properties such as high 

strength, large elastic modulus, and remarkable chemical stability, have attracted considerable attention in a wide 

range of applications, including nanosensors, heat transfer systems, and composite reinforcements. Understanding 

their mechanical behavior, particularly in terms of deformation, vibration, and buckling, plays a crucial role in the 
design and development of advanced nanostructure-based devices. In this study, the static bending behavior of single-

walled carbon nanotubes (SWCNTs) is analyzed using Love’s shell theory in combination with the nonlocal elasticity 

theory. To more accurately represent nanoscale effects, the nonlocal elasticity approach is employed, which considers 
the dependence of stress on the strains of neighboring points. The governing equations are derived based on Love’s 

shell theory, and appropriate boundary conditions are applied. The resulting partial differential equations are solved 

using the generalized differential quadrature method (GDQM). The effects of various parameters, such as the nonlocal 
length scale, boundary conditions, geometric dimensions of the nanotube, and the type of applied load, on the bending 

response are examined.  

The numerical results are compared with those obtained from modeling the nanotube using beam theory, and the 

differences between the two approaches in predicting the bending behavior are evaluated. The findings indicate that 
nonlocal effects lead to a reduction in the bending stiffness of nanotubes, highlighting the importance of shell theory 

for accurate modeling of their behavior. The results of the shell model are further compared with those of the beam 

model, showing that, when nonlocal effects are taken into account, the discrepancy between shell theory and beam 
theory predictions of deflection increases even for long nanotubes. Therefore, the use of beam theory for modeling 

nanotube deflection can result in considerable errors. The effect of various parameters and loading on the bending 

deflection of carbon nanotube is investigated in the numerical results.  
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 تاريخچه تحقیقات   مقدمه و  ـ ١
  مکتانیکی،   هتایویژگی  دلیتل  بته(  CNTs)  کربنی  هتاینتانولولته

 مدول  بالا،  مانند استتتحکام  خود،  فردمنحصتتربه  الکتریکی  و حراریی

  مختلای   هایحوزه در  مطلوب،  شتیمیایی پایداری  و بالا  الاستتیستیته

  هایکنندهیقویت و  حرارت انتقال هایستامانه نانوحستگرها،  همچون

 این  مکتانیکی  رفتتار  بررستتتی.  انتدگرفتته  قرار  یوجته  مورد  کتامووزیتت

ارییاشتات    یحلیل یغییر شتکل، زمینه در ویژهبه  نانومقیاس،  هایستازه

این    کتاربردهتای  یوستتتیته  و  طراحی  در  زیتادی  و کمتانش ننهتا اهمیتت

های قدریمند برای مدلستتازی رفتار این  یکی از روش  .نانوستتازه دارد

[. با این حال 2-1ها استتااده از یئوری دینامیک مولکولی استت ستازه

های بزرگ استتااده از روش دینامیک مولکولی مخصتوصتا برای ستازه

در مقیاس نانو نیاز به حجم محاسبه بسیار بالایی دارد و بیضا مقرون  

به صتترفه نیستتت. روش مکانیک مولکولی که بر مبنای مدل کردن 

های بین مولکولی بصتتورت فنرهای کشتتشتتی، خمشتتی و برهمکنش

باشتد برای مدلستازی  گیری از روش المان محدود میپیچشتی و بهره

های [. با این حال مدل4-3رفتار نانوستاختارها استتااده شتده استت  

بر مبنتای مکتانیتک محیط پیوستتتتته نیز برای متدلستتتازی رفتتار این  

های در اندازه نانو مورد استتااده گستترده قرار گرفته استت. ولی  ستازه

بته علتت ابیتاد کوبتک برهم کنش بین ایمی در مقیتاس نتانو قتابتل 

 نادیده دلیل صتترفنظر نیستتت و  یئوری کفستتیک الاستتتیستتیته به

را یتابیی از  -کوبتک    مقیتاس  اثرات  گرفتن کته ینش در هر نقطته 

در نظر می نقطته  رفتتار در متدل  -گیردکرنش در همتان  ستتتتازی 

های برای در ها دارای محدودیت استت. در این راستتا یئورینانوستازه

ها با یئوری مکانیک محیط  نظر گرفتن اثر اندازه در یحلیل نانوستتازه

 که  الاستتتیستتیته غیرموضتتیی یئوری پیوستتته ارایه شتتده استتت که

  یرین مناستتب از  یکی  [،5شتتد   یوستتط ارینگن میرفی بار  نخستتتین

  یتحتلتیتتل   در  ایانتتدازه  اثترات  کتردن  لتحتتا   بترای  رویتکتردهتتا

 هر ینش  وابستتتگی گرفتن نظر  در با یئوری این. نانوستتاختارهاستتت

  نتتایج  دقتت  بهبود  موجتب  مجتاور،  در نن نقطته و نقتا  کرنش  بته  نقطته

 .شودمی نانوییرها ارییاش و  خمش رفتار یحلیل در

یئوری ییرها یوستط محققان برای مدلستازی اثر اندازه کوبک   

ها کربنی،  مورد استتااده قرار گرفته استت. مخصتوصتا در مورد نانولوله

به علت نستتبت طول به قطر بالا، برای ستتاده ستتازی فرمولبندی از  

ستتتازی رفتتار هتا برای متدلیئوری ییرهتا  در کنتار یئوری پوستتتتته

ها استتااده شتده استت. در یئوری ییر از یغییرات در مکانیکی نانولوله

شتتود که شتتود و فرم مینظر میراستتتای محیطی نانولوله صتتر 

نانولوله یک ستتازه یک بیدی )طولی( استتت. یحقیقات متیددی در 

 
 

ها با مدل ییر و با استتااده از یئوری ارینگن  زمینه مدلستازی نانولوله

[ بتا 8[ و نیتدوغلو  7[، ردی و پتانت]  6انجتام شتتتده استتتت. ردی  

ارینگن، متدل ییر   غیرموضتتتییاستتتتاتاده از متدل ییرهتا و یئوری  

ها شتامل خمش،  را برای بررستی رفتار مکانیکی نانولوله غیرموضتیی

[ و الشتتتورباقی و 9ارییاشتتتات نزاد و کمانش ارایه کردند. پرادهان  

ها )نانوییرها( [ روش المتان محتدود برای یحلیتل نانولوله10همکتاران  

ییرهتا برای بررستتتی خمش در   غیرموضتتتییبتا استتتتاتاده از یئوری 

[،  12[، جیوالک و دمیر  11نانوییرها ارایه کردند. پادیکار و پرادهان  

[ از یئوری ییرهتا 14[ و ابومنتدور و همکتاران  13هتادی و همکتاران  

  2یااضتتلی  مربیات یافتهو روش ییمیم غیرموضتتییو الاستتتیستتیته  

(GDQبرای بررستتی خمش و ارییاشتتات و یا کمانش در نانولوله )  ها

همکتتاران   و  نژاد  کردنتتد.  یئوری 15استتتتاتتاده  انتگرالی  فرم  از   ]

برنولی برای بررسی خمش  -الاستتیستیته غیرموضتیی و یئوری ییراویلر

[ با استتتتاتاده از  17، 16نانوییرها استتتتاتاده نمود. نجای و احمتدی  

ای،  یئوری غیرموضتتتیی ارینگن و یتک روش بر مبنتای یئوری لایته

روش جدیدی برای بررستتی خمش و ارییاشتتات نانوییر با دقت بالایر 

[ ارییاشتتات غیرموضتتیی 18بیگلو  و علی فردیانارایه نمودند. کوبک 

نانوییر دوار با بستتر ویستکوالاستتیک را با درنظرفتن اثر ستطحی مورد 

[ رفتتار خمش گتارای  19بررستتتی قرار دادنتد. احمتدی و همکتاران  

یئوری  و  المتان  بتدون  روش  بتا  نتانوهره  برخورد  اثر  در  را  نتانوییر 

[ یک  20مورد بررستتتی قرار دادند. دانش و همکاران   موضتتتییغیر

انتگرالی ییر ییموشتینکو و  غیرموضتییمطالیه مقایسته ای بین روش 

روش دوبیدی  انتگرالی الاستیسیته غیر موضیی برای بررسی خمش  

[ از روش بدون  22،  21در نانوستازه انجام دادند. احمدی و همکاران  

ییر ییموشتتینکو برای بررستتی کمانش و  غیرموضتتییالمان و یئوری 

 ارییاشات نانوییرهای بندگانه استااده کردند. 

ها  دیگر استتااده از یئوری پوسته برای مدلسازی نانولوله  ستوی از

هتای طولی و هنتدستتته واقیی نتانولولته و ینش گرفتن نظر  در  دلیتل بته

  برای   قدریمندیری  ابزار یر بوده ومحیطی نستتبت به مدل ییر پیچیده

  این   یرکیب  و  شتودمی محستوب  هارفتار نانولولهیر  دقیق  ستازیمدل

یری برای در نظر  مدل مناستتب یواندمی  غیرموضتتیی مدل با یئوری

های  نانولوله یحلیل گرفتن اثرات هندسته و اندازه کوبک باشتد و در

از انجا که میادلات دیارانستیل حاکم بر . کند ایاا  مهمی  نقش کربنی

بر ییرهتا میمولا بمرایتب پیچیتدهنتانولولته هتا یر از میتادلات حتاکم 

ای مختلف  باشتند لاا حل این میادلات مخصتوصتا برای شترایط لبهمی

 ها،مدل این  از حاصتتل حاکم میادلات  حل های دارد. برایگیپیچید

  یااضتتلی  مربیات یافتهییمیم روش  نظیر پیشتترفته  عددی هایروش

  دلیل  یااضتتلی به  مربیات یافتهروش ییمیم. اندیافته  وستتییی  کاربرد
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  مناستتب   ایگزینه مشتتتقات،  یقریب در  بالا  دقت  و ستتری   همگرایی

ای استتت و یوستتط محققان برای  حل میادلات دیارانستتیل پاره  برای

 .  ها استااده شده استیحلیل نانوسازه

  و  لاو پوستته یئوری یرکیب [ با23   ایلخانیحستینی هاشتمی و 

 .کردند یحلیل را  دوار  هاینانولوله  نزاد  ارییاشتتات  ،غیرموضتتیی مدل

 در  را غیرموضتیی  پوستته و الاستتیستیته [ یئوری24ون] و وارادان  

[ از  25ون] و یان]  .  بردند  کار ها بهموج در نانولوله انتشتتتار یحلیل

ها برای بررستتی کمانش و ناپایداری نانولوله دوجداره یئوری پوستتته

برای بررستتی   [ از یئوری پوستتته26استتتااده کرد. ون] و همکاران  

ها کربنی بند دیواره استتااده کردند. شتیبان  کمانش خمشتی نانولوله

[ از یئوری الاستتتیستتیته ستته بیدی برای بررستتی  27و علی بیگلو  

استتتااده   موضتتییها همراه با یئوری غیرخمش و ارییاشتتات نانولوله

کردنتد. محققتان دیگری نیز از یئوری پوستتتتته دانتل یتا فلوگته برای  

اند. انصتتاری و ها استتتااده کردههای طبییی نانولولهبررستتی فرکان 

  هها را با یئوری پوسته فلوگ [ ارییاشات نزاد نانولوله29،  28همکاران  

  پیچشتی   ارییاشتات [30همکاران    و  مورد بررستی قرار دادند. ستلیم

 مرزی  شتترایط با را  نامنظم هندستته با جدارهیک  کربنی  هاینانولوله

  رویکرد  و  فلوگه  ایپوستتته یئوری از  استتتااده با  الاستتتیک،  گاهیکیه

  2023[ در سال 31همکاران   و  استروزی. کردند  بررسی موج انتشار

  دانل  هاییئوری  شتامل  ایپوستته  کفستیک یئوری  سته بین  ایمقایسته

  کربنی   هاینانولوله  طبییی هایفرکان  ارزیابی در  فلوگه و ستتتنتدرز

 دادند.  انجام جدارهیک

از یئوری ییرها که هربند  که دهدمی نشتتتان فوق  ادبیات مرور

همراه با یئوری غیرموضتتیی به طور گستتترده برای یحلیل خمش و 

از یئوری  ها استتااده شتده استت، استتاادهها و نانولولهخیز در نانوستازه

ها بستیار محدود و در نانولولهاستتاییکی  ها برای بررستی خمش  پوستته

در مورد ارییاشتتات و به طور عمده موارد مشتتاهده شتتده در مناب   

و   لاو پوستته یئوری  از زمانباشتد. استتااده همها میناپایداری نانولوله

 مربیات  یافتهروش ییمیم همراه الاستتتیستتیته به غیرموضتتیی مدل

ها خواهد مکانیکی نانولوله  رفتار یحلیل  برای قدریمند  یااضتلی ابزاری

 و  خیز  جتام   یحلیتل  هنوز  یوجته،قتابتل  هتایپیشتتترفتت  وجود  بتا  بود.

 در با  مختلف، شتتیاعی  و  جانبی  هایبارگااری یحت  هانانولوله  خمش

  نیتازمنتد   کوبتک،  مقیتاس  اثرات  و  متنوع   مرزی  شتتترایط  گرفتن  نظر

  این  کردن پر درصتتدد  حاضتتر پژوهش  که  استتت  بیشتتتری یحقیقات

های  در این مقاله با استتااده از یئوری پوستته  .استت پژوهشتی  شتکا 

هتای کرینی یحتت بتارگتااری لاو یحلیتل خمش و خیز در نتانولولته

مختلف و شترایط مرزی مختلف انجام شتده استت. برای بررستی اثر 

ارینگن استتااده شتده استت. با استتااده از   غیرموضتییاندازه از یئوری 

ارینگن و یئوری پوستتته لاو، مدلی برای    غیرموضتتیییرکیب یئوری 

هتا ارایته شتتتده استتتت. برای حتل میتادلات بررستتتی خمش نتانولولته

دیارانستتتیل حاکم بر مستتتاله در شتتترایط مرزی مختلف با یوجه به 

یااضتتتلی، برای حل میادلات   مربیات یافتهکارایی بالای روش ییمیم

یااضتلی استتااده شتده استت و  مربیات  یافتهدیارانستیل از روش ییمیم

میادلات دیارانستتیل برای شتترایط مرزی مختلف حل شتتده استتت و 

های مختلف استتتخراج شتتده میدان جابجایی نانولوله برای بارگااری

استت. نتایج بدستت نمده برای خیز حداک ر نانولوله با نتایج حاصتل از  

یئوری ییر مقایسته شتده استت و نشتان داده شتده استت که در به 

یوان از یئوری ییر برای یحلیتل جتابجتایی و خمش در ای میمحتدوده

در راستتتای طولی و  غیرموضتتییها استتتااده کرد. اثر پارامتر  نانولوله

محیطی نانولوله در نظرگرفته شتده استت و نشتان داده شتده استت که 

در نظر گرفتن اثراندازه در یئوری پوستته و یئوری ییر اثرات متااویی 

بینی خمش در نتانولولته دارد. بتدون در نظر گرفتن اثر انتدازه در پیش

برای خیز  هتای بزرگ پیش  L/Rبرای   ییر و پوستتتتته  یئوری  بینی 

حتداک ر یطتابق بتالایی دارد ولی بتا در نظر گرفتن اثر انتدازه حتی برای  

L/R  بینی یئوری پوستتته با یئوری ییر انطباق ندارد های بزرگ پیش

هتای بلنتد انطبتاق  و لتاا بتا در نظر گرفتن اثر انتدازه حتی برای نتانولولته

 بینی یئوری پوسته و ییرها وجود ندارد.بین پیش

 

 سازیمدلـ  2
های  ستازی خمش و یغییر شتکل نانولوله از یئوری پوستتهبرای مدل

از نانولوله کربنی    اینازک استتااده شتده استت. شتکل شتماییک پوستته
  L( نشان داده شده است. طول نانولوله برابر با 1جداره در شکل )یک

شتده استت و محورهای در نظر گرفته Rو شتیاع متوستط ان برابر با 
بر   xبرای نانولوله در نظر گرفته شتده استت که محور  xrمختصتات  

مختصته محیطی   مختصته شتیاعی و  rمحور نانولوله منطبق استت و 
و   ,x(zq(. همچنین فرم شتده استت که بار خارجی گستترده  استت

)x(q    و),x(xq   در راستتتتتای شتتتیتاعی و محیطی و محوری بر
ستتتازی رفتار مکانیکی نانولوله، برای  شتتتود. در مدلنانولوله وارد می

  ، یطول  یدر راستتانانولوله   ییجابجا  دانیمبیان یغییر شتکل نانولوله،  
. شتتودیمشتتخم م  wو  u  ،v با  بیبه یری شتتیاعیو   یطیمح

مختصتتات و   یهاپوستتته برحستتب مولاه  ییجابجا  یهارابطه مولاه
 [.32   شودیم انیب ریبصورت ز  یانیم صاحه  ییجابجا

(1) 

( , , ) ( , )

( , , ) ( , ) ( )

( , , ) ( , )

w
u x z u x z

x

w v
v x z v x z

R R

w x z w x

 

 


 


= −




= − +



= 
هتای جتابجتایی صتتتاحته میتانی مولاته  w(x,)و    u(x,)  ،v(x,)کته  

شتده در استتااده   اتیبر استاس فرضتپوستته استت. قابل هکر استت که  
مدل پوستتتته جدار نازک و به علت ضتتتخامت کم جداره نانولوله، از  



 

 5 

های برشتی در ( و کرنشzی پوستته )شتیاع  یمولاه کرنش در راستتا
 .( نابیز در نظر گرفته شده استzو  xzراستای ضخامت )

 
 ای از يک نانو لوله تک جداره مدل پوسته . ١شکل 

Fig.1 Shell model of a single-walled nanotube  

 

 [32   نیدبدست می(  2رابطه )  ازپوسته  درکرنش  یهامولاه
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w z

R R

u v w v
z

R x R x x  
ستتازی  در این مقاله بمنظور در نظر گرفتن اثر اندازه کوبک در مدل

[ استتااده شتده 5  غیرموضتییرفتار نانولوله از یئوری الاستتیستیته  
و یئوری  موضتتتییاستتتت. یاتاوت اصتتتلی بین یئوری کفستتتیتک  

  ک یکفست هیدر نظر  در ییریف ینش استت.  غیرموضتییالاستتیستیته  
یناظر   کی همان نقطهو کرنش در در یک نقطه ینش   نیب ،موضتتیی

 فقط  نقطته  در یتک  ینش  کته  مینی  بتدینبرقرار استتتت.    کیتبته    کیت
 یئوری در  ولی  استتت،  نقطه همان در کرنش از  فردبهمنحصتتر  یابیی

 یمام در کرنش از یابیی ،نقطه  یک در ینش ،غیرموضتیی  الاستتیستیته
 یئوری در  ستاختاری  رابطه.  استت  جستم در نقطه  نن  همستایگی نقا 

 [.5  است زیر صورتبه  نن  انتگرالی  شکل به غیرموضیی  الاستیسیته

(3) ( ) ( ) ( ) ( ),ij ijkl klx x x C x dV x   


  = −
 

 هتایمؤلاته  x  ،ij  نقطته  در  ینش یتانستتتور  هتایمؤلاته  ijσنن    در  کته
استت، و (  الاستتیستیته ثوابت) ماده  خواص  یانستور ijklC کرنش،  یانستور

  ینش در نقطه   یأثیر  میزان که استت غیرموضتیی هستته  یابx   را
 مورد جستم  دامنه Ωکند،  نقا  همستایگی نن مشتخم می از کرنش

 همچنین    .شتتودمی انجام  نن  روی بر  گیریانتگرال که استتت  نظر
گستتره   ییندر یی  ینقش مهماستت و  غیرموضتییپارامتر مشتخصته  

پتارامتر   ینینش نقتا  اطرا  بر نقطته مورد نظر دارد. ا یتاکرنش  یریتأث
 شتتود دریم یفییر  L/a0e=صتتورت بدون بید و با رابطه  میمولاً به

بتدون بیتد استتتت کته مقتدار نن در   یثتابتت یجرب  یتک  0eرابطته،    ینا
میر  فاصتله   a. پارامتر  شتودمی گرفته نظر در  0٫5 یا  0٫3محدوده 

  یز ن  Lو  نانو استت    یاسدر مق  یستاختار هاییژگیاندازه و ایمی یاینب
  یاس ستازه را در مق یجستم استت که ابیاد کل  یطول مشتخصته هندست

 در ینشتی پاست  که دهدمی  نشتان  رابطه  این .دهدیم یشماکرو نما
  نن   اطرا   محیط  در  کرنش  اطفعتات  از  جمیی  طوربته  نقطته،  یتک

 طوربته  کفستتتیتک،  یئوری  فرم  برخف  کته  پتایرد،می  یتأثیر  نقطته
میمولا   .کنتدمی  ستتتازیمتدل  را نتانو  مقیتاس  در  مواد رفتتار  یریدقیق

بمنظور اجتناب از درگیر شدن با میادلات انتگرالی، در مناب  مختلف  
شتتتود. میادله ستتتاختاری  از فرم دیارانستتتیلی میادله استتتتااده می

 [.5شود  در فرم دیارانسیلی بصورت زیر بیان می غیرموضیی
(4) 2(1 ) ij ijkl klC  −  =  

فوق،   یئوری   a0e=((2کته در میتادلته  انتدازه کوبتک در  پتارامتر 
باشتد. این پارامتر برای هر ماده خاص با می غیرموضتییالاستتیستیته  

با یوجه به اینکه از    .شتتوداستتتااده از نزمایشتتات مناستتب یییین می
های در راستتای ضتخامت صترفنظر شتده استت، رابطه ستاختاری  کرنش

(  5بر استاس رابطه )  موضتییبرای رابطه ینش و کرنش در یئوری غیر
 شود.بصورت زیر نوشته می

(5) ( )

( )
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x x

x x

x

E E

E E
e a

E

 
 xو  و  x  ضتریب پواستون، مدول یان]،   Eکه در میادله فوق 

و ینش برشی   ینش محیطیو   (طولیمحوری )بترییب ینش عمودی  
 باشند.  ای میدرون صاحه

برای استتتتخراج میتادلات حتاکم بر نتانولولته از اصتتتل حتداقتل انر ی  
های برون  پتانستیل کل استتااده شتده است. با یوجه به اینکه از کرنش

صترفنظر شتده استت، انر ی پتانستیل کرنشتی  zو  z ،xzای  صتاحه
 .[32  یوان بصورت زیر بیان کردپوسته را می

(6) 
 

1
( )

2
xx xx x x

V

U dV        = + +
 

گیری روی  ( و انتگرال6بتا جتایگتااری روابط ینش و کرنش در رابطته )
 حجم نانولوله، رابطه زیر حاصل خواهد شد:
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( 7های ینش استتتااده شتتده در رابطه )که در یئوری پوستتته، منتجه

 شود.های ینش بصورت زیر ییریف میبراساس مولاه
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 نید.زیر بدست میاز رابطه  بر نانولوله  هوارد یخارج یروهاینکار 
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(9) 
2

0 0

( )

L

r xW q w q v q w Rdxd



 = + + 
 

فوق،   رابطته  بر   xqو    qو    rqکته در  نیروی ختارجی وارد  بترییتب 
با بکار بردن    نانولوله در راستتتای شتتیاعی و محیطی و طولی استتت.

گیری جزء به جزء برای انر ی پتانستیل کرنشتی و با استتااده  انتگرال
از اصتل حداقل انر ی پتانستیل کل، میادله حاکم بر نانولوله بر حستب 

 نید.های ینش بصورت زیر بدست میمنتجه
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 های نانولوله بصورت زیر خواهد بود.همچنین شرایط مرزی در لبه
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هتای حتال برای بتدستتتت نوردن میتادلات ییتادل بر حستتتب مولاته
(، منتجه های نیرو بر حستب 8( و )5جابجایی، با استتااده از روابط )

 شود.های جابجایی بصورت زیر بیان میمولاه
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فوق   رابطتته  در  و 2-(1/Eh=K(کتته  جتتداره  غشتتتتایی  ، ستتتاتی 

))2-(12(1/3Eh=D باشد. صلبیت خمشی جداره می 
های جابجایی،  استتخراج میادلات حرکت پوستته بر حستب مولاه برای

میدان جابجایی نانولوله بصتورت ستری فوریه زیر بر حستب مختصته  
 بسط داده شده و بصورت زیر در نظر گرفته شده است. محیطی  
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در بستیاری از کاربردها نانولوله در محیط خف نبوده با یوجه به اینکه  
و در داخل یک محیط الاستتتیک قرار گرفته استتت و همچنین برای  
جامییت بخشتتیدن به فرمولبندی در این مقاله نیز مانند بستتیاری از  

الاستتتیک قرار   بستتتر درونشتتود که نانولوله فرم میمقالات دیگر 
اثر ستاتی الاستتیک و ستاتی برشتی برای این بستتر با مدل  دارد.  
لاا بار خارجی شتیاعی وارد    مدل شتده استت.پاستترناک -وینکلربستتر 

بر نانولوله دارای دو قستتمت استتت که یک قستتمت بار وارده یوستتط 
بستتر و قستمت دیگر بار وارده خارجی استت. لاا بار وارده شتیاعی را  

 یوان بصورت زیر نوشت.می
(14) 2( , )r r w pq q x K w K w= − + 

 
بار شتتتیاعی خارجی وارد بر نانولوله بجز نیروی بستتتتر  ,x(rq(که  

 شود.است. بار خارجی نیز بصورت زیر بسط فوریه داده می
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های ( برای مولاه10(، روابط )15( یا )12حال با استتتااده از رابطه )
 ( قابل بیان است.  16جابجایی بصورت رابطه )

(16) 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

2

( )

( )

( )

0

(1 ) 0 , 0,1,2,...

( )

n n

n

L L L U x

L L L V x

L L L W x

n

Q x



   
  
  
     

 
 

= −  = 
 
   

 .بصورت زیر استو  عملگرهای دیارانسیلی  ijL(،  16که در رابطه )
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2

11 2 2

12

13

21

2
2

22 2 2 2 4

2
3

23 2 2 4

31

2

32 2 2

1
( ( )( )),

2

1
( ) ( ) ,

2

( ) ,

1
( ) ( ) ,

2

1 2 1 2
( ) ( ) ( )( )

2 2

( )( ) ( )( ) ( )( ),

( ) ,

( )( ) ( )(

L K n
x R

L n K
R x

K
L

R x

L n K
R x

D K D
L K n

R x R R

D K D
L n n n

RR x R

K
L

R x

D K
L n

RR x









 



 −
= + −



+ 
= −




= +



+ 
=



− − 
= + + + −




= − − + − −




= −




= − −



3

4

4 2
2 4

33 4 2 2 4 2

) ( )( ),

2
( ) ( ) ,

D
n n

R

D D K
L D n n

x R x R R

− +

 
= − − − − −

  
یا مریبه دوم و  Vو   Uشتتود که مشتتتق ( مشتتخم می17از روابط )
ظاهر شتده و مشتتق ستوم  در میادله حاکم یا مریبه بهارم  Wمشتتق  

W    در میتادلات ظتاهر نشتتتده استتتت. حتال برای حتل میتادلات یتک
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که شامل یواب  مجهول جابجایی و مشتقات }X{1×10مایری  ستونی  
 شود.بصورت زیر ییریف می شده است( ظاهر 16نن که در رابطه )

(18)  { ( )} { ( )} ,{ ( )} ,{ ( )}
T

T T T

n n n nX x U x V x W x= % % %
 

}هتای  متایری   کته در رابطته فوق }U%  ،{ }V%    و{ }W%   هتای متایری
ستونی هستند که شامل جابجایی و مشتقات ننها بصورت زیر ییریف 

 شوند.  می

 

(19) 

(1) (2)

(1) (2)

(1) (2) (4)

{ ( )} { ( ), ( ), ( )}

{ ( )} { ( ), ( ), ( )}

{ ( )}

{ ( ), ( ), ( ), ( )}

T

n n

T

n n

n

T

n

U x U x U x U x

V x V x V x V x

W x

W x W x W x W x

=

=

=

%

%

%

 
به مینی مشتتتق مریبه   (k)( بالانوی  داخل پرانتز  19که در رابطه )

k(2)باشتد و بینوان م ال ام می

,( ) ( )xxU x U x=   .با استتااده از استت
 یوان بصورت زیر نوشت:را می (، میادلات حاکم19( و )18روابط )

(20) 
2

2

2

0

[ ] { } (1 ) 0n n x

n

n
R X

R
Q

 

 
 

= − + −   
 
 

 

باشد  می 3×10مایری  ضرایب با ابیاد    [R]، مایری   )که در میادله  
 شود: های نن بصورت زیر ییریف میمولاه بیضی و بطور م ال

(21) 
2

1,1 1,32

1,5 1,8

1
( ), ,
2

1
( ), ( ),

2

R n K R K
R

K
R nK R

R R



 

−
= − =

+
= − =

 

  مربیتات  یتافتتهدر این مقتالته، برای حتل میتادلات حتاکم از روش ییمیم
ستازی میادلات حاکم، یااضتلی استتااده شتده استت. لاا برای گستستته

شتود بطوریکه  گره در امتداد طولی استتوانه درنظر گرفته می Nییداد  
  ixام در نقطته iای برای گره  قرار دارد. مقتادیر گره  ixام در نقطته iگره  

شتود.  نشتان داده می  ix(W=iW(و   V=iV)ix(U=iU  ،)ix(بترییب با 
از   kیااضتتلی، مشتتتق مریبه   مربیات یافتهبا استتتااده از روش ییمیم

یوان بصتتتورت  را می  ixدر نقطته   x(W(و   V)x(U  ،)x(یک یاب  م ف 
  .[33 ی بصورت مایریسی زیر نوشتاگسسته بر حسب مقادیر گره

(22) 

( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) { } { }

( ) ( ) { } { }

( ) ( ) { } { }

N
k k k

n i ij n j i n

j

N
k k k

n i ij n j i n

j

N
k k k

n i ij n j i n

j

U x C U x C U

V x C V x C V

W x C W x C W

=

=

=

= =

= =

= =






 
های مایری  }W{nو  }n}U{ ،n}Vهای (، مایری 22که در رابطته )

)k(باشتتند و ای میستتتونی شتتامل مقادیر گره
i{C}   مایری  ضتترایب

یااضتتلی    مربیات یافتهام در روش ییمیم  kمربو  به مشتتتق مریبه 
های ارایه شتده در این روش قابل استتخراج استت  استت که با یکنیک

ام ستتری  nای در جمله مایری  مقادیر گره }n}U[. بطور م ال 33 
 شود.فوریه است و بصورت زیر ییریف می

(23) 1 2 3{ } { , , ,..., }T

n N nU U U U U=
 

ای که یک  شتتامل یمام مقادیر گره }n}dستتو  مایری  ستتتونی  
 شود.است بصورت زیر ییریف می 3N×1مایری  

(24) { } {{ } ,{ } ,{ } }T T T T

n n n nd U V W=
 

یااضلی    مربیات یافتهسازی به روش ییمیمننگاه با استااده از گسسته
(  18را که در رابطه ) {X}یوان مایری  ( نمده استتت می22که در )

ای مانند رابطه  بصتورت ضتریبی از مقادیر گره ixییریف شتد در نقطه  
 زیر نوشت.

(25) { ( )} [ ]{ }i n i nX x G d=
 

( میادله حاکم در نقطه  20( و )19(، )14حال با استتتااده از میادله )
ix  شود.بصورت زیر گسسته می 

(26) [ ] { } {0,0, ( )}T

i n n n ik d Q x=
 

بتاشتتتد. بتا می ]3N]iG)([3×10 ]R=([3×3N ]ik×10 (کته در رابطته فوق
گره در طول نتانولولته، دستتتتگتاه   Nبرای یمتامی   (26)اعمتال میتادلته 

3N  3میادله باN نید.مجهول مانند زیر بدست می 
(27) [ ] { } { }n n nK d F=

 
 شودبصورت زیر ییریف می n{F}که مایری  

(28)  { } {0} ,{0} ,{ ( )}
T

T T T

n n iF Q x=
 

، یک مایری  ستطری صتار N{0}={0,0,0,…0}×1و در رابطه فوق 
 باشد و همچنینستون می Nبا 
(29)  1 2{ ( )} ( ), ( ),..., ( )

T

n i n n n NQ x Q x Q x Q x=
 

امین جمله از  nکه مربو  به   }n}d(، مقدار  27ستو  با حل میادله )
ای از  نید و با یکرار فرایند مقادیر گرهستتری فوریه استتت بدستتت می

 نید.( بدست می13سری فوریه )
 

  نتايج عددیـ   ٣
ها نانولوله  ییشتتتکتل و جابجتا ییریغ یمربو  به بررستتت  یعدد  یجنتتا

  یها نانولوله  یبخش ارائه شتده استت. برا  یندر ا یخارج ییحت بارها

در   یستیتهضتخامت و مدول الاستت  یبرا ینستبتاً متااوی یرمقاد  ی،کربن

 C=Ehی جداره کشتشت  یتمناب  مختلف گزارش شتده استت، اما صتلب

عنوان  بته  =2-(12(1/3EhD((ی جتداره کربنی  خمشتتت  یتتو صتتتلب

شتوند که با مقادیر یها در نظر گرفته منانولوله  یبرا یابتث هاییتکم

  ین ا یرپژوهش، مقاد  ین. در امربو  به گرافن بستتتیار نزدیک استتتت

و ضتتریب پواستتون  D=0.85eVو  C=360N/mیب  یریبه هایتکم

=0.19  ی نانولوله کربن  ی برایعدد  یجنتا [.34نتخاب شتده استت  ا  

  D=4.746nm  قطر  ی( که دارا35,35)  یرالبا عدد بصتندلی  دستته

 شده باشد.  یانطور مشخم بکه به ی؛ مگر در مواردنمده است

  ی ستتازمدل  یبرا  یرهای یعمدیاً از یئور  یشتتیناز ننجا که در مناب  پ

منظور درک پژوهش به اینها استتااده شتده استت، در رفتار نانولوله

ها،  شتکل نانولوله  ییرپوستته در محاستبه یغ یاستتااده از یئور  یتاهم

یطابق  یاشتتده استتت یا یااوت   یفییر بیدیب  یصتتورینانولوله به  یزخ

 یبرنول-یلراو یرمدل یهای  بینیپیشپوستتته با  ییئور  هایبینییشپ



 

 8 

بتا   یبرنول-یلراو  یرحتداک ر ی  یزمنظور، خ  ینا  براینشتتتکتار گردد.  

  ( =0اندازه )دو ستر ستاده و بدون در نظر گرفتن اثر  یمرز  یطشترا

 یحاصتل از یئور  یزخ  بصتوریی کهانتخاب شتده استت.   یارعنوان میبه

شده  یمیقساویلربرنولی  ینمده از یئوردستبه  یزخحداک ر پوسته بر 

-یلراو یرحداک ر ی  خیز.  شتودیم  رفیمی بیدیب  یزعنوان خو نستبت به

  ی برا ستادهدو ستر  یمرز  یطبا شترا موضتییبا الاستتیستیته   یبرنول

  L)/xsin(0q)=x(q در راستتای طول  ی با یوزی  ستینوستیبارگاار

 بصورت زیر است.

(30) 
4 3

0

4 3

1 1
,

2
EB

q L PL
w

EI EI 
= =

 
برابر با کل بار وارد شتتده به ییر در راستتتای    L/0q=2P  در نن که

استاس،   ینا باشتد. برخیز از طر  بار گستترده خارجی ستینوستی می

 :شودیم یفییر یرصورت زبه نانولوله بیدیب  یزخ

(31) 
3

*

3

2

EB

w EI
w w

w PL


= =

 
در وستتط نانولوله  بیدیب  یزهربه مقدار خبید، با این ییریف خیز بی

  یک به عدد   =0برای حالت و  (  S-S)با شترایط مرزی دوستر ستاده 

  های بینییشپ  ینب  یشتتتریانطباق بدهد نشتتان میباشتتد،   یریکنزد

وجود دارد.    یزخ  یندر یخم برنولی-یر اویلری یپوستتته و یئور ییئور

دهنده کاهش نشتان یکنستبت از عدد   یندر مقابل، فاصتله گرفتن ا

  یز خ  بینییشدر پبرنولی -پوستتتتته بتا یئوری ییر اویلر یانطبتاق یئور

 ییر هد در نن شترایط استتااده از یئوریدو نشتان می ها استتنانولوله

 بینی نانولوله دارد. برنولی خطای بیشتری در پیش-اویلر

بر استتاس  برنولی -اویلر ییر شتتایان هکر استتت که بر استتاس یئوری

، میادله حاکم بر نانولوله در حالت غیرموضتتیییئوری الاستتتیستتیته  

 [.7استاییکی بصورت زیر است  

(32) 
2 2

,2 2
( ) ( ) ( )xx

d d w
EI q x q x

dx dx
= −

 
در  L/xsin(0)=qx(q(که اگر بار وارده با یوزی  ستینوستی بصتورت 

خیز   مقدارگاه ستتتاده نظر گرفته شتتتود ننگاه برای ییر دوستتتر یکیه

 نید.بدست می  (33رابطه )بصورت 

(33) 

4

20

4

3
2

3

(1 ( ) )sin( )

(1 ( ) )sin( )
2

q L
w x

L LEI

PL
x

L LEI

 




 




= +

= +

 

رابطه  بصتتورت مقدار خیز  و برای ییر با شتترایط مرزی دوستترگیردار  

 .نیدبدست می(  34)

(34) 
3

2 2

3
(1 ( ) ) sin( ) (( ) )

2

PL x x x
w

L L L LEI

 
 



 
= + + − 

 
 

 .استبصورت  x=L/2بید برای نن در و لاا خیز حداک ر بی

(35) 
* 2

* 2

(1 ( ) ),

(1 )(1 ( ) ),
4

EB

EB

w S S
L

w C C
L




 


= + −

= − + −
 

شترایط  شتود که یاثیر شتر  مرزی دوسترگیردار نستبت به مفحظه می

برابر  برنولی  -اویلردوستر ستاده برای حداک ر خیز در یئوری ییر مرزی 

-اویلر ییر  یئوری شایان هکر است که( است. /4=0.215-1ضریب )

به این علت  کند واز اثر کرنش برشتتتی در ییر صتتترفنظر می رنولیب

نتایج این یئوری برای ییرهای نازک با نسبت طول به ضخامت بزرگ 

(L/h>20  )بینی این یئوری خطتای پیش  لیبتاشتتتد وقتابتل قبول می

 یابد. می  کوبک افزایش L/hبرای  

بار وارده بر نانولوله بستتتگی به کاربرد خاص نن  قابل هکر استتت که 

باید یوجه شتود  دارد و برای هر کاربرد باید بار وارده مشتخم شتود.  

راستتتای    نستتبت بهشتتده باید اعمال  بارگااری  برای حل مستتاله که 

در این مقاله در ادامه ( بستتط فوریه داده شتتود. محیطی )مختصتته 

  برای دو نوع بتارگتااری ارایته شتتتده نتتایج عتددی برای خیز نتانولولته 

 (<<-)  در بتارگتااری نوع اول نیمته پتایین نتانولولته  استتتت.

یحتت بتارگتااری قرار دارد و نیمته بتالایی یحتت بتار قرار نتدارد کته در 

این بارگااری برای حالتی که نانولوله م ف به   ( نمده استت.36رابطه )

شتتود و از یک طر  یحت بار قرار دارد  عنوان ستتنستتور استتتااده می

این بارگااری باید در راستتای محیطی بستط فوریه    قابل فرم استت.

( نمده استتت که در 39داده شتتود. بارگااری نوع دوم نیز در رابطه )

و   راستتای محیطی و طولی م ل ایی بوده و نیاز به بستط فوریه ندارد

 .  ( انتخاب شده استBenchmarkبه عنوان بارگااری نمونه )

 بارگذاری نوع اول -١-٣

  یین پا  یمهینها به ن شتتیاعیشتتده استتت که بار  در این حالت فرم

نستتتبت به طول یوزی  بار و   شتتتودیوارد م (/2<<-)  نانولوله

که بارگااری نوع   یبارگاار یناستت. ا  ینوستیست  ی یوز  ینانولوله دارا

 در نظر گرفته شده است: یربه صورت ز  یک نامگااری شده است

(36) 
0 sin( )cos ,

2 2

0
2 2

x
q

L
q

or

  
 

 
 


−  

= 
  − 


 

انتخاب شتتده به کاریزین  مختصتتات  شتتکل شتتماییک از محورهای 

گیری  منطبق بر محور نانولوله استتت، مبدا اندازه  Xنانولوله که محور 

  نوع  بتارگتااری  دربر مقطیی از نتانولولته  بتار وارده  همچنین  و    زاویته  

 .نمده است 2در شکل( و 36اول طبق رابطه )
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برای نانولوله و مبدا  انتخاب شده  محورهای مختصات کارتزين . 2شکل 

 ( Zمنطبق بر راستای منفی محور  =0) ، زاويه  
Fig.2 Cartesian coordinate axes for the nanotube and the origin 

of the theta angle (=0  coincides with the negative Z-axis 

direction) 

 Y  یوارد بر نانولوله در راستتا  یرویحالت، ن ینا  درواضت  استت که  

، برابر  Z  یراستتتامقدار کل بار وارده بر نانولوله در برابر صتتار بوده و  

 است با: 

(37) 0P q LR=  

 ( نستتتبتت بته36)رابطته  در این حتالتت برای حتل مستتتالته، بتارگتااری  

بستط فوریه م ل ایی کستینوستی داده شتده و حل بر استاس     مختصته

حل بر حستب ییداد  ییابتدا، همگرا ستری فوریه انجام شتده استت. در

  نشتان داده شتده استت  Mکه با  یهفور  یجمفت استتااده شتده در ستر

و   =0 غیرموضتییدو مقدار پارامتر   برایبرای شترایط مرزی مختلف  
2nm=2  که   شتودیمشتاهده م 1در جدول استت.  نمده  1در جدول

  یج نتا یی، همگرا(M=7جمله، ) 7  یا  ی فوریهجمفت ستتر  یشبا افزا

 رقم اعشار حاصل شده است. 4یا  عددی برای خیز نانولوله

( و در سطح پايین  x=L/2همگرايی نتايج برای خیز نانولوله در ) .١جدول 

(=0 ( و سطح بالا )=( برای )L/R=30 ) 

Table 1. Convergence of results for the deflection of nanotube 

at (x=L/2) on Bottom (θ=0) and top (θ=π) on nanotube (L/R=30) 

M SS CC SC 

 =0 =2 =0 =2 =0 =2 

1 
0550 /1 - 

0552 /1 

4353 /1 - 

4355 /1 

2465 /0 - 

2467 /0 

3353 /0 - 

3355 /0 

3860 /0 - 

3862 /0 

5252 /0 - 

5253 /0 

2 
9691 /0 - 

1411 /1 

2265 /1 - 

6443 /1 

1604 /0 - 

3328 /0 

1260 /0 - 

5449 /0 

3000 /0 - 

4722 /0 

3161 /0 - 

7345 /0 

3 
9691 /0 - 

1411 /1 

2265 /1 - 

6443 /1 

1604 /0 - 

3328 /0 

1260 /0 - 

5449 /0 

3000 /0 - 

4722 /0 

3161 /0 - 

7345 /0 

4 
9698 /0 - 

1404 /1 

2312 /1 - 

6396 /1 

1611 /0 - 

3321 /0 

1307 /0 - 

5402 /0 

3007 /0 - 

4716 /0 

3208 /0 - 

7298 /0 

5 
9698 /0 - 

1404 /1 

2312 /1 - 

6396 /1 

1611 /0 - 

3321 /0 

1307 /0 - 

5402 /0 

3007 /0 - 

4716 /0 

3208 /0 - 

7298 /0 

6 
9698 /0 - 

1404 /1 

2305 /1 - 

6404 /1 

1610 /0 - 

3321 /0 

1300 /0 - 

5409 /0 

3006 /0 - 

4716 /0 

3201 /0 - 

7305 /0 

7 
9698 /0 - 

1404 /1 

2305 /1 - 

6404 /1 

1610 /0 - 

3321 /0 

1300 /0 - 

5409 /0 

3006 /0 - 

4716 /0 

3201 /0 - 

7305 /0 

 

و   2( برای نتانولولته در جتدولx=L/2,=0ابتتدا مقتدار خیز در نقطته )

بینی  برای شتر  مرزی دو ستر ستاده و دو ستر گیردار نمده و پیش  3

بینی یئوری پوستتته مقایستته شتتده ( با پیش35یئوری ییر از رابطه )

،  =0  موضیییئوری  دربزرگ   L/Rشود که برای  است. مشاهده می

بینی مدل ییر و یئوری پوستته بستیار به همدیگر نزدیک استت  پیش

بینی یئوری پیش(  ≠0)  غیرموضتتتییولی بتا در نظر گرفتن یئوری  

یااوت قابل یوجهی با هم دارند که   برنولی-یئوری ییر اویلرو   پوستتته

برای بررستی خیز حتی  یواند بینی یئوری ییر نمیدهد پیشنشتان می

نن استتتت کته بتا   پتدیتده  ینعلتت امیتبر بتاشتتتد.  بلنتد هم  نتانولولته در  

کاهش   یریطور بشتتمگطول به  یطول، اثر اندازه در راستتتا  یشافزا

از اثر   یناشتت یشتتترب  بینی یئوری ییر و پوستتتهاختف  پیش و یافته

  ی درصتد  30حدود   یشاستت که باع  افزا  یطیمح  ایاندازه در راستت

بینی یئوری ییر بینی یئوری پوستتتتته نستتتبتت بته پیشدر پیش  یزخ

اندازه کوپک را  اثر  یری یاستت که یئور  یهی. بدشتودبرنولی می-اویلر

طول   یشبا افزالاا در مدل ییر و   گیردیم  یدهناددر راستای محیطی  

 . شودیطور کامل حا  منانولوله، اثر اندازه به

بینی تئوری پوسته و تئوری تیر برای خیز نانولوله مقايسه پیش  .2جدول 

 ( بارگذاری نوع اول x=L/2,=0کربنی دوسر ساده در )

Table 2. Comparison of shell and beam theory predictions for 

deflection of a simply-supported carbon nanotube at (x=L/2, 

θ=0) under Type I loading, E-B: Euler-Bernoulli 

 L/R=50 L/R=80 

 E-B beam 
Shell 

theory 
E-B beam Shell 

theory 
0 

5/0 

1 

5/1 

2 

5/2 

3 

0000/1 
0004/1 

0007/1 
0011/1 

0014/1 
0018/1 

0021/1 

0427/1 
1386 /1 

2345/1 
3306 /1 

4267 /1 
5228/1 

6190 /1 

0000/1 
0001/1 

0003/1 
0004/1 

0005/1 
0007/1 

0008/1 

0069 /1 
0969 /1 

1870/1 
2770/1 

3671 /1 
4572/1 

4573/1 

 

بینی تئوری پوسته و تئوری تیر برای خیز نانولوله  مقايسه پیش  .٣جدول 

 ( بارگذاری نوع اول x=L/2=0کربنی دوسر گیردار در )

Table 3. Comparison of shell theory and beam theory 

predictions for the deflection of a clamped-clamped carbon 

nanotube at (x=L/2, θ=0) under loading Type I  

 L/R=50 L/R=80 L/R=100 

 
E-B 

beam 
Shell 
theory 

E-B 
beam 

Shell 
theory 

E-B 
beam 

Shell 
theory 

0 
5/0 

1 

5/1 
2 

5/2 
3 

2146 /0 
2147/0 

2148/0 

2148/0 
2149/0 

2150/0 
2151/0 

2408/0 
2652 /0 

2896 /0 

3140/0 
3385/0 

3629 /0 
3874/0 

2146 /0 
2146 /0 

2147/0 

2147/0 
2147/0 

2147/0 
2148/0 

2246 /0 
2450/0 

2654 /0 

2858/0 
3063 /0 

3267 /0 
3472/0 

2146 /0 
2146 /0 

2146 /0 

2147/0 
2147/0 

2147/0 
2147/0 

2212/0 
2411/0 

2609 /0 

2808/0 
3006 /0 

3205/0 
3404/0 
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در نمودارهای  ،  نن یزبر خنانولوله  ( L/Rاثر نستتبت طول به شتتیاع )

نانولوله   بیدیب  یزمقدار خ( مورد بررستتی قرار گرفته استتت.  5( یا )3)

(*w  در )x=L/2    و در نقطتهθ=0    ی ( براحتداک ر بتار ختارجی)محتل  

نمودار    ینارائته شتتتده استتتت. در ا  3شتتتکتلدر L/Rمختلف   یرمقتاد

نستبت   یش(، با افزای)خط پر مشتک   μ=0  یکه برا شتودیمشتاهده م

L/Rطور کامل به عدد به بیدیب  یزخ  یپوستته برا ییئور  بینییش، پ

با   =0برای  که   دهدیموضتتوع نشتتان م  ین. اشتتودیهمگرا م  یک

  بینی یشپوستتته کامفً به پ ییئور  بینییشپ،  L/Rافزایش نستتبت  

حتال،    ین. بتا اشتتتودیو بر نن منطبق م  یتک( نزدw*1=)  یری  ییئور

پL/R  یرکوبتک  یرمقتاد  یبرا بته  ییئور  بینییش،  طور پوستتتتته 

استتتتت.    برنولی-اویلر  یری  ییئور  بینییشاز پ  یربزرگ  ییوجهقتابتل

اویلر برنولی کرنش برشتتی در ییر را  -مدل ییرشتتایان هکر استتت که 

برنولی برای ییرهتای -بینی متدل ییر اویلرپیشگیرد و لتاا  نتادیتده می

طول بته ضتتتختامتت دقتت کتافی دارد و برای مقتادیر  (L/h>20نتازک )

ندارد که در شتکل  کافی  برنولی اعتبار  -اویلرنتایج یئوری ییر  کوبک

بینی مدل پوسته اختف  قابل که پیش نیز قابل مشاهده است 4و  3

  یز بر خ پارامتر غیرموضتییاثر   همچنین.  دارد w*1=یوجهی با مقدار  

که با   شتتودینمودار قابل مشتتاهده استتت. مشتتاهده م یننانولوله در ا

 L/Rو به نستتبت  بید مجانب افقی داردمقدار خیز بی،  L/R  افزایش

 L/R ییراتنانولوله نستبت به یغ بیدیب  یزخ . یغییراتوابستته نیستت

-Cستاده )-(، گیردارS-Sدوسترستاده )مختلف   یمرز  یطشتراسته   یبرا

S( و دوستترگیردار )C-C ) اثر داده شتتده استتت.    یشنما  4شتتکلدر

شتتترایط مرزی نتانولولته بر مقتدار خیز ییر در این نمودار مشتتتاهتده 

لوله برای شترایط مرزی دوسترستاده بزرگترین مقدار نوخیز نا  شتود.می

و برای دوستتترگیردار کمترین مقتدار را دارد و برای شتتتر  مرزی 

 ساده بین دو حالت دوسر ساده و دوسرگیردار است.-گیردار

 
  =0( دو سرساده در  x=L/2تغییرات خیز در وسط نانولوله ).  ٣شکل 

 موضعی برای مقادر مختلف پارامتر غیر L/Rنسبت به تغییرات 

Fig.3 Variations in deflection at the midpoint (x=L/2) of a 

simply-supported nanotube at  =0 versus L/R variations for 

different values of the nonlocal parameter 

 
نسبت به    =0( در  x=L/2تغییرات خیز در وسط نانولوله ) . 4شکل 

 ( =0برای شرايط مرزی مختلف ) L/Rتغییرات 

Fig.4 Variations in deflection at the midpoint of a nanotube  

(x=L/2) at  =0 versus L/R variations for different boundary 

conditions (=0) 
 

 هاییتدر موقی  (x=L/2)( نانولوله در  یی)جابجا یزمقدار خ ینهمچن

در  L/Rمختلف نستتبت  یرمقاد یبراو   θ=πو  θ=0 ،θ=π/2مختلف  

نشتان   یجارائه شتده استت. نتا  5شتکلدر (  S-Sنانولوله دوستر ستاده )

  ی برا(  2=و    =0)در دو نقطته مقتابتل هم    zu  یزکته خ  دهتدیم

  کته یطوراستتتت، بته  یتکنزد  یکتدیگربته    یتاربستتت L/Rبزرگ    یرمقتاد

یر کوبتک یرمقتاد  یبرابر استتتت. امتا برا  یبتاًدو نقطته یقر  ینا  ییجتابجتا

L/Rبا   یزها نبلکه عفمت نن  یستتت،ینها برابر ندو نقطه نه یی، جابجا

 متااوت است.    یکدیگر

جابجایی   مقدارشود که مشاهده می  L/R یش نسبتافزا با  همچنین

  ین . بنابراشتودیم  یکبه صتار نزدY  (yu )در راستتای محور نانولوله  

 ییرییغ  Zو  Y  ی، قطر نانولوله در راستتتاهاL/Rبزرگ   یرمقاد  یبرا

 یرمقتاد  یبرا  .متانتدیم  یبتاق  اییرهدا  یبتاًنکرده و مقط  نتانولولته یقر

 در پتایین و بتالای نتانولولته  دو نقطته مقتابتل  یی، جتابجتاL/Rیر  کوبتک

(=0  و= )ها  نن عفمتشود مشتاهده میبلکه  یستتینها برابر ننه

برای مقادیر کوبک  yu  یمقدار منا  ین،متااوت استتت. عفوه بر ا  یزن

L/R    برای مقادیر کوبک  که  دهدینشتان منیزL/R   قطر نانولوله در

  یانگر ب  که  است  یافته  یشافزا Z  یو در راستا یافتهکاهش   Y  یراستا

 .است  اییرهمقط  نانولوله از حالت دا خروج
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با   =و   =2و   =0( در  x=L/2جابجايی در وسط نانولوله ) .5شکل 

 ( =0برای شرايط مرزی دوسرساده )  L/Rتغییرات 

Fig.5 Displacement at the midpoint  of the nanotube (x=L/2) at  

=0, =2 and = versus L/R variations for Simply-

supported boundary conditions (=0) 

 

قبل و دوسترستاده   ط مرزیایبا شتر  یک از مقط  نانولولهشتکل شتمای

نمده  6  در شتکل  اول نوع  یر شتکل نانولوله در اثر بارگاارییبید از یغ

شتتکل یغییر یافته مقط  نانولوله بزرگ نمایی شتتده استتت و استتت.  

شتود که ضتریب بزرگنمایی برای دو شتکل یکستان نیستت. مشتاهده می

مقط  نانولوله یقریبا دایره مانده و یغییر شتکل نداده   L/R=50برای  

استت و یقریبا بصتورت صتلب به ستمت پایین حرکت کرده استت. ولی  

مقط  نانولوله کامف یغییر شتتکل داده استتت و   L/R=10برای مقدار 

 حتی قسمت بالای نن در خف  جهت بارگااری حرکت کرده است.
 

 
 . مقطع اولیه و تغییر يافته نانولوله در اثر بارگذاری نوع اول 6شکل 

Fig.6 Undeformed and deformed cross-section of the nanotube 

under loading type I 

 

( در =0w/wR=)موضتییبه خیز   غیرموضتییهمچنین نستبت خیز  

و شتتترایط مرزی   a0e( برای مقتادیر مختلف   ,x=L/2=0نقطته )

یا  0از  موضتتییپارامتر غیر یغییرنمده استتت. با   7شتتکلمختلف در 

a=1.5nm0e  درصد افزایش یافته است.  45مقدار خیز یا حدود 

 
در   a0e غیرموضعینسبت جابجايی برای مقادير مختلف پارامتر   .7شکل 

 ( L/R=50شرايط مرزی مختلف )
Fig.7 Displacement ratio for different values of the nonlocal 

parameter e0a under various boundary conditions (L/R=50) 

 

و ستتاتی بستتتر وینکلر  بستتتر بر رفتار نانولوله، اثر اثر بررستتی برای  

در برای شترایط مرزی مختلف  بر خیز نانولوله  پاستترناک ستاتی بستتر  

 این نمودارهتا    در.  مورد بررستتتی قرار گرفتته استتتت  9و    8  نمودار

( استت. ضتریب بستتر وینکلر و بستتر 36بارگااری نانولوله مانند رابطه )

 بید بصورت زیر ییریف شده است. پاسترناک بی

(38) 
5 3

,
100

w P

w P

k L k L
K K

EI EI
= =

 
بر    نانولوله  شود با افزایش ضریب بستر نقش شرایط مرزیمشاهده می 

 یابد.خیز نانولوله کاهش می

 
( بر حسب ضريب سفتی  x=L/2=0بعد نانولوله در )خیز بی  .8شکل 

 ( L/R=50بعد وينکلر )بی

Fig.8 Dimensionless deflection of the nanotube at (x=L/2, =0) 
versus the dimensionless Winkler parameter (L/R=50) 
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( بر حسب ضريب سفتی  x=L/2=0بعد نانولوله در )خیز بی .9شکل 

 ( L/R=50بعد پاسترناک )بی

Fig.9 Dimensionless deflection of nanotube at (x=L/2, =0) 
versus the dimensionless Pasternak parameter (L/R=50) 

 

 بارگذاری نوع دوم-2-٣

یتک  عی وارده بر نتانولولته  دوم بتار شتتتیتا  نوع   بتارگتااری  در حتالتت 

( انتخاب شتده استت یا امکان مقایسته Benchmarkبارگااری نمونه )

نتایج عددی یوستتط ستتایر محققان با روش ارایه شتتده در این مقاله 

در راستای طول امکان پایر باشد. در این حالت بارگااری بار شیاعی  

م ل ایی در نظر گرفته شتتده   بصتتورتو در راستتتای محیطی نانولوله  

 . قابل بیان است (39رابطه ) است که بصورت

(39) 
0( , ) sin( ) cos( )

x
q x q n

L


 =

 
شتتکل  .  ندارد برای مختصتته حل این بارگااری نیاز به بستتط فوریه  

 n=1برای  نوع دوم بارگااری یوزی  نیروی شتتیاعی در شتتماییکی از 

   نشان داده شده است. 10در شکل

 
 شماتیک بارگذاری نوع دوم بر روی نانولوله شکل  .١0شکل 

Fig.10 Schematic diagram of loading on the nanotube (Type II) 

 

  مقتدار نیروی ختالم جتانبی این بتار ختارجی بر نتانولولته در راستتتتتای 

 Z  محور  در راستتتتتاینیروی ختالم وارده  برابر بتا صتتتار و   Y  محور

 بصورت زیر است.

(40) 

0

0
0

0

( , ) cos

sin( / ) cos( ) cos( )

2
( ) 1
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L

L

P q x R d

q x L n Rd

q
LR n

n









  
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


−

−

= =

=


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= 
 

 

   

وارد بر   یخالم جانب  یروی، مقدار نn=1  یکه برا  شتتودیمشتتاهده م

  یغییر شکل خمشی حالت،  یندر ا یننانولوله مخالف صار است. بنابرا

. اما  شتتتودیم جابجاییشتتتده و مرکز نانولوله دبار  یجاددر نانولوله ا

وارد شتتده در هر   یبار خارج یخالم جانب  یروی، نn≠1حالت   یبرا

مرکز جرم نانولوله در  ،حالت یندر ا  است.از نانولوله برابر صار    ط مق

و ینها جداره نانولوله در هر مقط     شتودیوارده جابجا نم یروهایاثر ن

 ییمقط  بتدون جتابجتا  هرکته مرکز    یدر حتال  دهتد،یشتتتکتل م  ییریغ

 ارایه شده است. n=1نتایج عددی برای  در ادامه  . ماندیم یباق

( در وستط  یشتیاع یی)جابجا  Z  یدر راستتانانولوله   بیدیز بیخ مقدار

نتانولولته   یینی( و پتاθ=πنتانولولته )  یی( در نقطته بتالاx=L/2نتانولولته )

(θ=0 )  برای مقادیر مختلفL/R   یا 4در جدول  غیرموضتییو پارامتر 

مشتاهده    4در جدولارائه شتده استت.  برای سته شتر  مرزی  6 جدول

، برای  =0 برای شتترایط مرزی دوستتر ستتاده در حالتکه    شتتودیم

  بینی شتتتده بتا یئوری پوستتتتته بیتد پیشخیز بی ،L/Rیمتام مقتادیر  

نسبت   یشبا افزارود همانگونه که انتظار میاست و  1یر از عدد بزرگ

 یریکنزد  1به عدد  بیدیز بیخ ار، مقد=0طول به شتتیاع در حالت 

با نستبت   ییهانانولوله  یکه برا دهدیموضتوع نشتان م ین. اشتودیم

در حالت  یری یپوستته با یئور ییئور  بینییش، پبزرگطول به شتیاع  

=0    طول به شتتتیاع    یهانستتتبت برایدارد.  بستتتیار بالایی  انطباق

از    یشپوستتتتته ب ییئور  بینییش(، پL/R=5عنوان م تال  کوبتک )بته

مشتتتابته استتتت.   یط بتارگتااریدر شتتترا  یرمتدل ی  بینییشدو برابر پ

پتپتتارامتتر  اثر    ینهمتچتنت بر  ا  ییئتور  بیتنتییشانتتدازه  جتتدول    یندر 

 یبضتر  یش، با افزاL/R=5  یکه برا  شتودیمشتخم استت. مشتاهده م

  بینی یشدر پ  یز، مقتدار خμ=2nm²بته    μ=1nm²از    غیرموضتتتیی

  یش افزا یناستت. ا یافته یشدرصتد افزا  50حدود  غیرموضتیی ییئور

  یز مقدار خ  همچنیندرصتد استت.    30حدود    L/R=80نستبت   یبرا

 یمرز یطشرا یبرا (x=L/2, =( و )x=L/2=0)در نقا  مشابه 

  ی برا  شتودیارائه شتده استت. مشتاهده م  5دولدر ج یردارگ-یردارگ

  22حتدود    یردارگ-یرداردر نتانولولته گ  یز، مقتدار خL/Rبزرگ    یرمقتاد

ستتت که با مقدار مورد ستتاده استتر  در نانولوله دو  یزدرصتتد مقدار خ

  ی درصتتد( یطابق دارد. اما برا  21.5) یبرنول-یلراو یری یانتظار از یئور

L/R=565حدود  ستادهبه دوستر  یردارنانولوله دوستر گ  یز، نستبت خ 

 یطشترا یر، یأثL/Rبا کاهش نستبت  دهدیدرصتد استت که نشتان م
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  ی برا  یز. مقدار خشتتودیکمتر منانولوله    یزدر کاهش خ  یردارگ یمرز

 .نمده است 6 ساده در جدول-یردارگ  یمرز  یطشرا

 
( و در سطح پايین  x=L/2بعد نانولوله در وسط آن )خیز بی .4جدول 

(=0 و سطح بالا ) (=)   نانولوله با شرط مرزی دوسر ساده 

Table 4. Dimensionless deflection of the nanotube at its 

midpoint (x=L/2) on the bottom (θ=0) and top (θ=π) of nanotube 

with simply-supported boundary condition 

 

 
2nm 

 
L/R= 

5 
L/R= 

10 
L/R= 

20 
L/R= 

50 
L/R= 

80 

0 
0 

 

0179/2 - 
0179/2 

2517/1 - 
2517/1 

0869 /1 - 
0868 /1 

0315/1 - 
0315/1 

0052/1 - 
0052/1 

5/0 
0 

 

2740/2 - 

2740/2 

3747/1 - 

3747/1 

1860 /1 - 

1860 /1 

1234/1 - 

1234/1 

0946 /1 - 

0946 /1 

1 
0 

 

5428/2 - 

5428/2 

4998/1 - 

4998/1 

2855/1 - 

2855/1 

2155/1 - 

2155/1 

1841/1 - 

1841/1 

5/0 
0 

 

8241/2 

8241/2 

6267/1 - 

6267/1 

3855/1 - 

3855/1 

3076 /1 - 

3076 /1 

2735/1 - 

2735/1 

2 
0 

 

1180/3 
1180/3 

7557/1 - 
7557/1 

4858/1 - 
4858/1 

3998/1 - 
3998/1 

3630 /1 - 
3630 /1 

 

( و در سطح پايین  x=L/2بعد نانولوله در وسط آن )خیز بی  .5جدول 

(=0 و سطح بالا ) (=)  گیردار - نانولوله با شرط مرزی گیردار 

Table 5. Dimensionless deflection of the nanotube at its 

midpoint (x=L/2) on the bottom (θ=0) and top (θ=π) of the 

nanotube with clamped-clamped boundary condition 

  
2nm 

 L/R= 

5 

L/R= 

10 

L/R= 

20 

L/R= 

50 

L/R= 

80 

0 0 

 

3057/1 - 

3057/1 

4629 /0 - 

4629 /0 

2794/0 - 

2794/0 

2296 /0 - 

2296 /0 

2229/0 - 

2229/0 

5/0 0 

 

4715/1 - 

4715/1 

5084/0 - 

5084/0 

3049/0 - 

3049/0 

2500/0 - 

2500/0 

2427/0 - 

2427/0 

1 0 

 

6454 /1 - 

6454 /1 

5546 /0 - 

5546 /0 

3305/0 - 

3305/0 

2705/0 - 

2705/0 

2625 /0 - 

2625 /0 

5/1 0 

 

8274/1 - 
8274/1 

6016/0 - 
6016/0 

3562 /0 - 
3562 /0 

2910/0 - 
2910/0 

2823/0 - 
2823/0 

2 0 

 

0175/2 - 

0175/2 

6493 /0 - 

6493 /0 

3820/0 - 

3820/0 

3115/0 - 

3115/0 

3022/0 - 

3022/0 

 

( و در سطح پايین  x=L/2بعد نانولوله در وسط آن )خیز بی . 6جدول 

(=0 و سطح بالا ) (=)  ساده -نانولوله با شرط مرزی گیردار 
Table 6. Dimensionless deflection of the nanotube at its 

midpoint (x=L/2) on the bottom (θ=0) and top (θ=π) of the 

nanotube with clamped-simply supported boundary condition 

  
2nm 

 L/R= 

5 

L/R= 

10 

L/R= 

20 

L/R= 

50 

L/R= 

80 

0 0 

 

-
2/6756 

6756/2 

5476 /0 - 

5476 /0 

3464 /0 - 

3464 /0 

4409/0 - 

4409/0 

3865 /0 - 

3865 /0 

5/0 0 

 

0153/3 - 

0153/3 

6014 /0 - 

6014 /0 

3780/0 - 

3780/0 

4802/0 

4802/0 

4209/0 - 

4209/0 

1 0 

 

3717/3 - 

3717/3 

6561/0 - 

6561/0 

4097/0 - 

4097/0 

5195/0 - 

5195/0 

4553/0 - 

4553/0 

5/1 0 

 

7447/3 - 

7447/3 

7117/0 - 

7117/0 

4416 /0 - 

4416 /0 

5589/0 - 

5589/0 

4897/0 - 

4897/0 

2 0 

 

1344/4 - 
1344/4 

7681 /0 - 
7681 /0 

4736 /0 - 
4736 /0 

5983/0 - 
5983/0 

5241/0 - 
5241/0 

 

 گیرینتیجه  ـ 4
 و  لاو هایپوستتتته یئوری یرکیب بر  مبتنی مدل یک مطالیه،  این در

  خمش   یحلیتل  برای  ارینگن  غیرموضتتتیی  الاستتتتیستتتیتتهنظریته  

 دقیق  حل منظوربه.  شتتده استتت ارائه جدارهیک  کربنی  هاینانولوله

یاتاضتتتلی    مربیتات یافتتهییمیم روش  از حاکم، دیارانستتتیتل میتادلات

دقت بالا با ییداد دستتیابی به  ضتمن  شتده استت که این روش  استتااده

 .دارد  مختلف مرزی  شرایط اعمال در بالایی یوانایی ها،کم گره

در نظر گرفتن  که  داد نشتان  پیشتنهادی مدل از  حاصتل عددی  نتایج 

بینی مقتدار پیش  در  یوجته  قتابتل  افزایش بته  منجر غیرموضتتتیی  اثرات

خیز نانولوله نستتتبت به حالتی که اثرات غیرموضتتتیی در نظر گرفته 

 شود.  نشده است می

بینی خیز  برای پیش  ییر  متدل  و  پوستتتتته  متدل  نتتایج  بین مقتایستتته

  های نستبت در مدل دو  این اندازه، اثر  غیاب در  که  داد  نشتاننانولوله  

 در با  اما. دارند  مناستتبی  یطابق( بزرگ L/R)  بزرگ  شتتیاع  به طول

  یااوت  نیز بزرگ  L/R  هاینستبت این در  حتی  اندازه، اثر  گرفتن  نظر

 و  شتتودمی  مشتتاهدهپوستتته  مدل مدل ییر و  نتایج  بین  بشتتمگیری

یواند اثرات یغییرات به این علت که نمی ییر مدلدهد که  نشتتان می

یواند به نستتبت به محیط نانولوله را در مدلستتازی در نظر بگیرد نمی

 مستتاله این. کند  بینیپیش  را  خمشتتی نانولوله واقیی  رفتار  درستتتی

  بتا  یرکیتب  در  لاو  یئوری  نظیر  یردقیق  هتاییئوری  از  استتتتاتاده  لزوم

 ویژهبه را  هالولهنانو ستازیمدل  برای غیرموضتیی  الاستتیستیتهیئوری 

 قرار  یتأکیتد  مورد  هتامربو  بته متدلستتتازی خیز نتانولولته  مستتتائتل  در

 دهد.می
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